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Titulo da aula: Funcdes continuas.

Meta: Introduzir o conceito de funcao continua e estabelecer propriedades.

Objetivos: Apos a aula, o aluno devera ser capaz de identificar se uma funcdo de uma
variavel real é continua ou nao, usando o conceito de limite e usar o Teorema do Valor
Intermediario para determinar propriedades de fungoes continuas.

Pré-requisito: Vestibular e aulas 01-02.



3.1 Introducao

As fungoes continuas desempenham um importante papel no cdlculo diferencial e integral.
Antes de estudarmos a nocao precisa, veremos nocoes intuitivas sobre continuidade.

De modo informal, uma funcao é continua em um ponto se seu grafico nao apresentar

buracos, saltos ou quebras naquele ponto. Considere, por exemplo, a fun¢ao representada
abaixo.
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Esta fungao esta definida no intervalo [a, d] e, neste intervalo ela é descontinua apenas
para z = b.

A grosso modo dizemos que uma fun¢ao é continua em um intervalo se seu grafico pode
ser desenhado sem tirar a caneta do papel. A funco acima néo é continua em seu dominio,
pois nao ¢é possivel desenhar seu grafico sem tirar a caneta do papel.

Em seguida, apresentaremos a defini¢do precisa.

Definigao: Uma funcao f é continua em z = a se:
(a) f(a); esta definido;
(b) lim f(x) existe;
r—a

(¢) lim f(z) = f(a).



Se f nao é continua em a dizemos que f é descontinua em a. Dizemos que f é continua
em um intervalo se f é continua em todos os pontos deste intervalo.

Exemplo 3.1.1. A funcdo f(x) = x? é continua para todos os z € R, pois D(f) = R e

lim 22 = a?, qualquer que seja a € R. De fato, note que seu gréfico nio apresenta quebras.
r—a

Exemplo 3.1.2. Seja

Figura 1: Grafico de f(z) = 2.
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Note que f(3) nao esté definida, mas para a # 3, f(a) esta definido e

a’>—9
= = 3.
fla) =20 =a+

Logo f é descontinua apenas em a = 3.

Exemplo 3.1.3. A funcao g definida por g(z) =z —1se z # 1 e g(1) = 2 & descontinua
em z = 1, pois

0= lim g(z) # 2 = f(1).
A funcao é continua nos demais valores de z.

Exemplo 3.1.4. Por argumento analogo ao da questdo anterior, a fun¢io f(z) = —2
sex <0e f(x) =2sex >2édescontinua em z = 0.



3.2 Propriedades das Funcoes Continuas

Para facilitar a identificagdo das fungdes continuas, apresentaremos algumas propriedades
importantes.

Propriedades. (1) Se f e g sdo continuas em = = a, entdao f + g, f — gef.g sdo con-
tinuas em & = a. A fungdo f/g é continua em = = a se g(a) # 0;

(2) Toda funcao polinomial é continua;

(3) Uma funcao racional
T
R(z) = p(z)
q(x)
é continua em todos os pontos x para os quais ¢q(z) # 0;

(4) Composicao de fungdes continuas é continua, ou seja, se a fungdo g é continua em
a e f é continua em g(a) entdo go f é continua em a.

Veremos agora alguns exemplos que fazem uso das propriedades acima.

Exemplo 3.2.1. A funcao
flz) =42® = 32> +2 -3

é polinomial e, de acordo com propriedade (2), é continua para todos os valores de z. Veja
abaixo que seu grafico nao apresenta quebras.

Exemplo 3.2.2. A funcéao
2
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é racional. Como seu denominador se anula em x = £1 temos , pela propriedade (3),que f
é descontinua nesses pontos e continua nos demais pontos. Veja como seu grafico apresenta
quebras nesse pontos. Exemplo 3.2.3. A funcao

B 925 + 20x* — 322

g9(z) P

é racional. Observe que o denominador de g se anula em x = 42; assim, pela propriedade
(3), g & descontinua em x = 42 e continua nos demais pontos.

Exemplo 3.2.4. A funcao

1

hz)=222+3z—d4+—
(x) T° 4+ 3z +x2—3x+2

pode ser escrita na forma

(222 + 3z —4).(2?2 - 3x+2) +1

hiz) = 22 — 32+ 2




Figura 2: Gréfico de f(z) = 42 — 32 + z — 3.

que é racional com denominador z? — 3z + 2. Como
2 _
=3z +2=0

se, e somente se x = 2 ou x = 1 temos que h é descontinua em z =1 e x = 2 e continua
nos demais pontos.

Exemplo 3.2.5. Descreveremos a curva de aprendizado de um certo individuo nao tendo
conhecimento algum do assunto ensinado, o individuo progride constantemente em di-
recdo a compreensao desse assunto num intervalo de tempo 0 < ¢ < ¢;. Nesse intervalo,
o progresso do individuo diminui & medida que se aproxima do instante ¢1, pois ele nao
consegue compreender um conceito particularmente dificil. De repente, a compreensao
ocorre no instante t1, elevando seu conhecimento do assunto. A curva é descontinua em t7.

3.3 O Teorema do Valor Intermediario (TVI)

Veremos nesta segao o teorema do valor intermediario e algumas aplicagoes.

Teorema do Valor Intermediario: Se f é uma fungao continua num intervalo [a,d]
e M é um numero qualquer entre f(a) e f(b), entdo existe pelo menos um numero ¢ em
(a,b) tal que f(c) = M.
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Figura 3: Grafico de f(z) = PRy

O teorema acima é importante na determinagao dos zeros de uma funcdo continua,
pois se f é uma funcao continua em um intervalo fechado [a,b] e se f(a) e f(b) tém sinais
opostos entdo, pelo TVI, podemos garantir a existéncia de um zero de f no intervalo (a, b).

Exemplo 3.3.1. Seja f(z) = ° + 2 + 1. Mostre que existe ¢ € (—1,1) tal que f(c) = 0.

Solugao: A funcao f é polinomial e portanto, é continua. Como

JO) =1+ (1) +1=3

tém sinais opostos, pelo TVI, existe ¢ € (—1,1) tal que f(c) = 0, como queriamos.

Exemplo 3.3.2. O teorema do valor intermediario fornece a base teérica de um método
numérico para o célculo de raizes de funcoes, conhecido como método da bissecao . Vere-
mos por um exemplo como é este método. Vamos calcular uma raiz de f(z) = 2% +z — 1



m (0,1). Como f é polinomial, ela é continua e, do fato de

f0)=0+0-1=-1

f) =1 +1-1=1

terem sinais opostos, pelo TVI, f possui um zero entre 0 e 1. Para localizar o zero com
maior precisao, note que

£(0,5) = —0,375

tem sinal oposto a f(1) = 3. Pelo TVI f possui um zero entre 0,5 e 1. Calculando f(0,75)
temos que f(0,75) > 0; assim, pelo TVI f possui um zero entre 0,5 e 0,75. Repetindo o
processo montamos a tabela abaixo:

Passo Raizes de f(x)=0 estd em
1 (0.1)

2 (0,5;1)

3 (0.5) 0.75

4 (0,625 , 0,75)

5 (0,625 , 0,6875)

6 (0,65625 , 0,6875)

7 (0,671875 , 0,6875)

8 (0,679687 , 0,6875)

9 (0,6796875 , 0,6835937)

Pela tabela, temos que um zero de f(x) entre 0 e 1 é aproximadamente 0, 68.

Exemplo 3.3.3. Seja
2

@)=

(a) Mostre que f é continua para todos valores de x;
(b) Mostre que f(x) > 0 para todo x;

(c¢) Mostre que f possui um zero em x = 0.

Esse exemplo contradiz o TVI?

Solugao: (a) Como f é uma funcao racional cuja fun¢ao do denominador é nao-nulo para
todo x, temos que f é continuo.

(b) Com efeito, 2 > Oez? + 1 > 0 para todo z e, portanto, f(x) > 0.



(c) E notéavel que
02 0
0 = — = —
J(0) 02+1 1
O grafico da funcao do exemplo 3.3.3 é dado por (vocé entende porque?):
O exemplo 3 nao contradiz o TVI, na verdade isso valida o TVI, j4 que 0 estd na
imagem de f.
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Figura 4: Grafico de f(z) =

3.4 Conclusao

Dessa aula, concluimos que a noc¢ao de limite é importante para formalizar a defini¢do
de funcao continua, uma das nogoes mais importantes do calculo, e estabelecermos pro-
priedades.

3.5 Resumo

Nessa aula vimos que, por defini¢do, uma funcao f é continua em = = a se:



(a) f(a) esta definido;

(b) lim f(x) existe;

r—a

(c) lim f(z) = f(a).

r—a

Vimos também que as func¢des continuas gozam das seguinte propriedades:

1. Se f e g sao continuos em x = a, entdao f + g, f — gef.g sao continuos em = = a. A
funcao f/g € continua em = = a se g(a) # 0.

2. Toda func¢ao polinomial é continua.

3. Uma funcgao racional

_ plx)
Rlz) = q(x)

é continua em todos os pontos z para os quais g(z) # 0.

4. Composicao de fungoes continuas é continua, ou seja, se a fungao g é continua em
a e f é continua em g(a) entdo go f é continua em a.

Vimos também o Teorema do Valor Intermediario, o qual diz que se f é uma funcao
continua num intervalo [a,b] e M é um numero qualquer entre f(a) e f(b), entdo existe
pelo menos um namero ¢ em (a,b) tal que f(c) = M.

3.6 Atividades

Atividade 3.6.1. Mostre que a funcio f(z) = x> é continua para todo z € R.

Atividade 3.6.2. Para quais valores de x a funcao

x?—4
r—2

f(x) =
é continua?

Atividade 3.6.3. Para quais valores de x a fungao

X

_ .2

é continua?
Atividade 3.6.4. Mostre que a conclusao do TVI é falso se f é descontinua em [a, b].

Atividade 3.6.5. Seja f(z) = z — /1 — 22. Mostre que f tem pelo menos um zero
em [—1,1].



Atividade 3.6.6. Use o método da bissecdo para encontrar uma raiz da equacao
P —x+1=0
com precisao de duas casas decimais.

Comentario: Entenda bem o exemplo 3.3.2, o qual faz-se uso do método da bissecao,
antes de tentar resolver a atividade 3.6.6.

3.7 Proxima aula

Na préxima aula, aprenderemos a calcular a equacao da reta tangente ao grafico de uma
funcdo em um ponto dado, usando a nocao de limites e veremos a definicao de derivada.
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