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4.1 Introducao

As trés primeiras aulas deste curso, onde introduzimos as no¢des de limites e continuidade,
serao usadas como linguagem de base para o estudo do calculo diferencial e integral.

Historicamente, a nocao de derivada surgiu antes da noc¢ao de limite, mas numa abor-
dagem moderna, usamos limites para definir a derivada pois ganhamos tempo e precisao.
Nesta aula, forneceremos um método, usando limites, de determinar a inclinacao da reta
tangente ao grafico de uma fungdo, quando essa reta estiver bem definida. Usaremos este
método para definir a de derivada de uma funcao e calculé-la.

Sendo a inclinacao da reta tangente ao grafico, a derivada traz, como veremos nas
proximas aulas, informagcoes tteis sobre a funcao. Por exemplo, os intervalos onde a func¢ao
cresce ou decresce ou os maximos e minimos da funcao pode ser determinado conhecendo
propriedades da derivada da funcao. A derivada tém grande importancia no esboco de
graficos e em problemas de otimizacao.

A area da matemética que estuda a derivada e suas aplicagdes é conhecida como Célculo
Diferencial e, desde sua descoberta no século XVII, é uma das areas mais importantes de
toda a matematica e, mais ainda, das ciéncias exatas, pois serve como linguagem da base
para estas ciéncias.

4.2 A Reta Tangente ao grafico de uma funcao

Para definirmos a reta tangente a uma curva C do plano cartesiano em um ponto P de C,
fixemos P e consideremos um ponto ) qualquer de C distinto de P. A reta que passa por
P e Q é chamada reta secante. Quando @ se aproxima de P ao longo da curva C, se as
retas secantes se aproximarem de uma reta, essa reta serd dita a reta tangente a curva C
no ponto P. Quando a curva C' é o grafico de uma funcao f(z), se P = (zo,f(z0)), a reta
tangente & curva C' em P é dita a reta tangente ao grafico de f em (zg f(z0)) ou a reta
tangente ao grafico de f quando z = zq.

Uma questao natural que surge neste momento é: dada uma funcao f(z) e P(zo, f(xo))
um ponto do grifico de f, como saber se existe a reta tangente ao grifico de f em
(20, f(x0))? Caso exista, como determinar sua equagao?

A resposta da questdo acima é um dos temas principais desta aula.

Em geral, para determinar a equagdo de uma reta é necessario a inclinagdo (ou coe-
ficiente angular) e um ponto desta reta. No caso da reta tangente ao grafico de f(z) no
ponto P(zo, f(zo)), j& sabemos que P pertence a esta reta, assim, é suficiente obter a in-
clinagao. Para obter, note que (zo, f(zo)) e (o + h, f(zo + h)) s@o pontos do grafico de f.



Em seguida, usando a féormula da declividade de uma reta, podemos escrever a declividade
da reta secante passando por (xo, f(x0)) e (zo + h, f(zo + h)) como
f(@o+h) — f(zo) _ flzo+h)— flzo)

(xo+ h) — g h

Como observado anteriormente, (zo + h, f(zo + h)) se aproxima de (zo,f(zo)) quando h
se aproxima de zero e, portanto, a reta secante se aproxima da reta tangente ao gréfico de
f quando h se aproxima de zero. Isso nos leva & seguinte conclusdo, a inclinacao da reta
tangente ao grafico de f no ponto P(zg, f(z¢)) é dado por:

lim f(zo+h) — f(l“o)’
h—0 h

se o limite existir. Quando esse limite ndo existe, a reta tangente nao estd bem definida.

Denotando por:
= Jiy 4 (E0 +h) = f(xo)
h—0 h

i

quando tal limite existe, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto P(xzg, f(z¢))
é dado por y = mz + b onde b = yg — mxy.

Com o que vimos até agora podemos formar o seguinte algoritmo para obter a reta
tangente ao grafico de uma fungao f em um ponto P(zg f(zg)) do se grafico.

Passo 1: Determine

lim f(zo+h) — f(ﬂfo)'
h—0 h

Caso tal limite nao exista, a reta tangente nao estd bem definida. Caso exista, prossiga
para o proXimo passo.

Passo 2: Calcule o coeficiente linear da reta tangente pela formula

b =1y9 — mxg.

Passo 3: Monte a equacao pela formula
y=mz+ b.

Veremos agora alguns exemplos concretos.

Exemplo 4.2.1. Seja f(z) = 22, Calcule a equacio da reta tangente ao grafico de f
no ponto P(1,1).

Solugao: Nesse caso xop =1 e yo = f(z9) = 1. Note que

. 2 122 2
hmf(xo-f-h) f(xo):hm(lJrh) 1 :1m1+2h+h 1:2.

h—0 h h—0 h h—0 h ’

assim, m=2 e, portanto, a reta tangente estd bem definida. Nesse caso

b=yg—mzg=1-2.1=-1.



Logo, a equagao procurada é
y=2z—1.

Veja o grafico de f e a reta tangente no ponto P(1,1).

Exemplo 4.2.2. Obtenha a equagao da reta tangente ao grafico de

Figura 1: Grafico de f(z) = 2% e sua reta tangente em P(1,1).

flx)=3z+1

no ponto correspondente a zg = 1.

Solug¢ao: Neste caso

f J@oH D)~ f@o) _ L B(LEM)F1-81-1
h—0 h h—0 h h—0

Como para zg = 1, f(xg) = 3.1 + 1 = 4 temos que o coeficiente linear ¢ dado por
b= f(zg) —mzg=4-31=1,
assim, a equagao da reta tangente é

y=3z+ 1.



Observacao: Note que a reta tangente coincide com o grafico da funcao. Serd que isso

[

&

Figura 2: Grafico de f(z) = 3z + 1 que coincide com sua reta tangente.

sempre acontece com fungao afim? A segunda atividade desta aula é para vocé, caro aluno,
se convencer que sim.

Exemplo 4.2.3. Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico de f(z) = |z| em P(0,0).

Solugdo: Calculemos

iy L@+ 0) = flwo) _ . fO+R)—FO) _ . Al
h—0 h h—0 h h—0 h
h
Como ‘h| =1seh>0e-1seh <0, temos que quando h se aproxima de zero por valores
h h
maiores positivos ‘h‘ se aproxima de 1 e que u se aproxima de —1 quando h se aproxima

de zero por valores negativos; assim, tal limite nao existe. Logo a reta tangente ao grafico
de f(x) = |z| no ponto P(0,0) nao estd bem definido.

Observe no grafico abaixo, da fungao mdédulo, que na origem do sistema de coordenadas
o grafico apresente um “bico”. Em geral, se o grafico de uma fun¢do tém “bicos” a funcao
nao possui reta tangente bem definida naquele ponto.

Nao prolongaremos em tal estudo, pois a partir da préxima aula veremos métodos mais
eficazes para o calculo de

lim f(zo+h) — f(zo)
h—0 h '




Figura 3: Grafico de f(z) = |z|.

Esse limite serd chamada a derivada de f em zg e é, sem duvidas um dos limites mais
importante do calculo diferencial e integral.

4.3 Definicao de Derivada

Vimos na secao anterior que a reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto x = xg, se
estiver bem definida, tem inclinagao dada por

f(xo +h) — f(z0)
h

lim

h—0
Esse limite, quando existe, é chamado a derivada de f em xzy e é denotado por f'(xo);
assim,

fxo +h) — f(x0)

' — i
f (330) hli)% h )

ou seja, a derivada de f em zg quando existe, fornece a inclinagdo ou o coeficiente angular
da reta tangente ao grafico de f em .

Exemplo 4.3.1. Usando a definicio, obtenha a derivada de f(z) = 2% 4+ 2 em 29 = 1.

Solugao: Calculemos
_ _ 2 (12
oSGt h) = fao) L JOAR) = f) (P42 (124 2)
h—0 h h—0 h h—0 h




assim, f'(1) = 2.

Exemplo 4.3.2. Calcule a equacio da reta tangente ao grafico de f(z) = 22+ 2 em
o = 1.

Solugao: Pela questdo anterior, a reta tangente tem inclinagdo m = f'(1) = 2; assim,
a equacao tem a forma
y=mz+b=2x+b.

Como (zo, f(xo)) = (1,3) pertence a essa reta, 3 = 2.1+ b, donde b = 1; assim a equacao
éy=2x+1.

Exemplo 4.3.3. Calcule f'(0) para f(z) = /x.

| /

Figura 4: Gréafico de f(z) = 2? + 2 e sua reta tangente em P(1,3).

Solugao: Temos que

B — : _
fm JOFR = FO) VR p h= g L
h—0 h h—0 h h—0 h—0 h—0 /B2

+oo

e, portanto, f'(0) nao existe.
Veja no grafico que se a derivada da funcao na origem existisse, a reta tangente seria
vertical. Sempre que a reta tangente é vertical a funcao nao é derivavel no ponto corre-



spondente.

Exemplo 4.3.4. Obtenha f'(1) para f(z) = /z.

Figura 5: Grafico de f(x) = /z. ndo possui reta tangente na origem.

Solug¢ao: Como

_ fa4+R) —f1) . NT+h—V1I . T+h—V1IVIFA+VI
lim =lim — = lim . =
h—0 h h—0 h h—0 h VI+h+V1
I 1+h—-1 I h I 1 1
m—————=Ilim—— = lim — = —;
h—0h(vV1+h+1) h=0h(v/14+h+1) h=0y/14+h+1 2
1
temos que, f'(1) = 5

Figura 6: Grafico de f(x) = \/z e sua reta tangente na origem.



4.4 Conclusao

Desta aula concluimos que o conceito de limite de uma funcao é crucial na determinacao da
inclinacao da reta tangente ao grafico de uma funcgao, o qual, quando estd bem definido é
a derivada da func¢@o no ponto; assim, a nocao de derivada, nocao fundamental do Calculo
Diferencial, envolve o conceito de limite.

4.5 Resumo

Vimos nesta aula que para obter a equagdo da reta tangente ao grafico de uma fungao f
em um ponto P(xo, f(xo)) do grafico de f, devemos determinar o limite

m— lim f(xo + h) —f(ffo)‘
h—0 h

Caso tal limite nao exista, a reta tangente nao esta bem definida. Caso exista, calculamos
o coeficiente linear da reta tangente pela formula

b = yo — mxo.

A equacao da reta tangente é dada por y = mz + b.
Vimos também que, quando a reta tangente estd bem definida, seu coeficiente angular,
que é dado pelo limite acima, é chamado a derivada de f em xg e é denotado por f'(zg).

4.6 Atividades

Atividade 4.6.1. Mostre que dada uma funcao do segundo grau
f(x) = az® + bz +c,a £ 0

e um ponto P(xo, f(x)) do grafico de f, a equagdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto P é dada por
y = mz + b,

onde
m = 2axg

b= f(xo) — 2az?.

Atividade 4.6.2. Mostre que a equagao da reta tangente ao grafico de f(z) = az +b num
ponto arbitrario do grafico de f é dado por y = ax + b.



Atividade 4.6.3. Usando a definicio, obtenha a derivada de f(z) = 2® em z = 1.

Atividade 4.6.4. Obtenha f'(3) para f(z) = V.

4.7 Proxima aula

Na proxima aula, forneceremos propriedades importantes da derivada. Tais propriedades
facilitarao bastante seu calculo.
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