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5.1 Introducao

Vimos na aula anterior que a derivada é interpretada como a inclina¢ao da reta tangente ao
grafico da fun¢ao e pode ser calculada por meio de um limite. Na maioria das vezes o calculo
da derivada de uma funcao usando a definicdo é impraticavel. Por exemplo, tente calcular a
derivada de f(z) = cos(z®+42245) usando a definicdo. Nesta aula, aprenderemos algumas
regras para obtencao da derivada que facilitarao bastante e na maioria dos casos sao mais
aplicaveis que a definicdo. Apods esta aula, seremos capazes de calcular derivadas de funcoes
polinomiais, racionais, trigonométricas, logaritmicas, exponenciais e composigoes destas.

Prezado aluno, entenda bem esta aula pois ela é fundamental para o entendimento das
proximas. Nas maioria das aplicacoes de derivadas, um das passos mais tteis diz respeito a
obtencao da derivada, assunto abordado nessa aula. O calculo da derivada, normalmente,
é o primeiro passo em aplicagoes e serd usada bastante no esbogo de graficos de fungoes.

5.2 Derivadas de funcoes elementares

Nesta se¢ao, forneceremos as regras para derivagao de fungoes elementares. Nao faremos
suas provas, apenas aprenderemos a utiliza-las.

Valem as seguintes regras de derivacao:

R1: Se f(z) = ¢, onde ¢ é uma constante; entdo f'(x) = 0. Em palavras, a derivada
de uma fungao constante é igual a zero;

n—1

R2: dada a fungao f(x) = 2", onde n € R temos que f'(x) = na" " ;

R3: a derivada de f(x) = senz é dada por f'(x) = cosz;

Abaixo segue os graficos de f(z) = senz e sua derivada f'(z) = cosz (pontilhado). Vocé
consegue perceber algum fato curioso? Vou adiantar um fato que serd visto na préxima
aula: os maximos e minimo da fungdo correspondem aos zeros da derivada, a func¢do f(z)

é crescente nos intervalos onde sua derivada é positiva e decrescente quando f'(z) < 0.

R4: a derivada de f(x) = cosz é dada por f'(x) = —senz;
Analise a observacgao da propriedade R3 para este caso nos graficos abaixo: R5: dada



Figura 1: Gréfico de f(x) = sen(z) e sua derivada f'(x) = cos(x).

a funcdo f(z) = a”, com a € R, 1 # a > 0, sua deriva é f'(z) = a”lna. Em particular, a
derivada de f(x) =¢e” é f'(z) = e"lne = €%;

1
R6: dada f(z) = log, z, tém-se que f'(x) = . Em particular, se f(x) = Ina segue que

-~ zlna
f'(z) = ot

Vamos agora, usar estas regras para obter as derivadas de algumas funcoes.
Exemplo 5.2.1. Obtenha a derivada das funcdes f(z) = 3, g(x) = 2, h(z) = 9°.

Solugao: Pela regra R1 temos que f'(z) = 0, ja que f é constante. Por R2 ¢'(z) =
92971 = 92 e por R5 h'(z) = 9%7.

Exemplo 5.2.2. Calcule a derivada de f(x) = cosz em xo = g

Solugao: Por R4 f'(x) = —senx; em particular,

Exemplo 5.2.3. Calcule a derivada de f(z) = {/z.



Figura 2: Grafico de f(x) = cos(x) e sua derivada f'(z) = —sen(z).

Solugio: Note que f(x) pode ser escrito na forma f(z) = x%; assim, por R2
1 1 1 -2 1 1
f’ €Tr) = 71‘3_1 = 7xT = = .
@3 3 323 3Va?
Veremos, na se¢do seguinte, como calcular derivadas de func¢bes que sdo dadas por
composicao de fungoes elementares.

5.3 Regras Basicas de Derivagoes

Nessa se¢ao, forneceremos algumas regras basicas de derivagdes que, usadas com 0s con-
hecimentos da secao anterior, permitirao o célculo de fungoes que sao dadas por somas,
diferencas, produto ou produtos de fun¢oes elementares. Sao elas:

R7: A derivada da soma é a soma das derivadas, isto €,

(f +9)'(x) = f'(z) + g'(x);

R8: a derivada da diferenca é a diferenca das derivadas, isto é,

(f —9)'(x) = f'(x) — g'();



R9: a derivada do produto de duas fungoes é igual a derivada da primeira vezes a segunda
mais a primeira vezes a derivada da segunda, isto &,

(f-9)'(z) = f'(x).g(x) + f(z).9'(x);

R10: a derivada do quociente de duas funcoes f(x) e g(z) é dada por

Ly - £'@)9(@) + f@)g @)
()@ T

Vamos, agora, aprender a usar estas regras para calcular derivadas de algumas fungoes.
Exemplo 5.3.1. Calcule a derivada de f(z) = 2% + 42% + 5.

Solugao: Pela regra R7 temos que

f1a) = @) + (4 +5)' = (2 + (422) + (5)'
Por R1 (5)' = 0, e, por R2 (2%)" = 32%. Para obter (42%)' usamos a regra do produto, R1
e R2 e obtemos (42?%)' = (4)'2? + 4(2?)' = 0.22 + 4.22 = 8z. Logo f'(z) = 32% + 8.

Analise os gréficos de f(z) e f'(x). Vocé consegue interpreta-los?
Abaixo o grafico em destaque é o da func¢ao f(x) e o pontilhado é o de f'(z).
R11: Em geral, dada uma fungao polinomial

f(z) =ap+ a1z + as®® + ... + apx™, an #0

é dada por

f'(z) = a1 + 2002 + ... + na,z" L.

Isto pode ser obtido de forma andloga a resolucao do exemplo anterior.

Atividade 5.3.1. Obtenha f'(z) para f(z) = 2% + 322 + 1.
Outra propriedade que pode ser provada facilmente usando as regras R1, R2 e R9 é:

R12: (c.f(z))" = c.f'(z), onde ¢ é uma constante real.

Exemplo 5.3.2. Obtenha a derivada de f(z) = 3cosz + 2.
Solugdo: Por R7
f'(z) = (3cosz)' + (%)

por R12
f'(x) = 3(cosz)' + (z3)'

Por R2 e R4 temos que
f'(x) = —3senz + 32°.

Atividade 5.3.2. Obtenha a derivada da funcao f(x) = 2senz + /.



Figura 3: Gréafico de f(z) = 2% + 42 + 5 e sua derivada f'(z) = 32 4 8z .

Exemplo 5.3.3. Calcule a derivada de

.732. COST

fz) =

1+ senz’

Solugao: Por R10

(22.cosz)' (1 + senz) + x2.cosz(1 + senz)'

f'z) =

(1 + senz)?
Usando R&, R7, R1 e R2 obtemos:
Fla) = (2z.cosz — x%.senz).(1 + senz) + x2. cos® x
a (1 + senz)?

5.4 A Regra da Cadeia

Considere o problema de calcular a derivada de:

F(x) = (2% + 1)1,



Pelos métodos estudados até o momento, uma solugao para tal problema seria expandir

(:1:3 + 1)100 e obter a derivada do polinémio correspondente ou usar repetidamente a regra

do produto, ja que (z®+1)1% & o produto de 2 + 1 por ele mesmo cem vezes. Esses méto-

dos sdo invidveis na pratica. Na continuacao forneceremos a regra da cadeia, um método
para derivar funcoes compostas que simplificard o calculo de muitas derivadas.

Regra da cadeia: se f e g s@o funcgoes diferenciaveis e F' = f o g for a fungdo com-
posta definida por

entao F é diferenciavel e

Exemplo 5.4.1. Encontre F'(z) se F(z) = (z® + 1),

Solugio: Note que F(z) = f(g(z)), onde g(z) = 2° + 1 e f(u) = u'"; assim, pela
Regra da Cadeia

F'(z) = f'(9(x)).g'(z) = 100.g(x)*.32% = 30022 (z* 4+ 1)*,
ja que

f'(u) =100u” e g'(z) = 32>

Exemplo 5.4.2. Calcule as derivadas de F(x) = sen(z?) e G(z) = (senz)?.

Solugdo: Faca g(z) = 22 e f(u) = senu e temos que

F(x) = f(g(x))-

Pela regra da cadeia
F'(z) = f'(9(x)).g'(z)

Como ¢'(z) =2z e f'(u) = cosu, temos que
F'(x) = cos(z?).2z = 2zcos(z?).

Para o célculo de G'(z), basta notar que

e, pela Regra da Cadeia

Exemplo 5.4.3. Calcule a derivada de F(z) = e*“"*.

Solugao: Fazendo f(z) = senz e g(u) = e" temos que



donde, pela Regra da Cadeia,

Como f'(z) =cosz e g'(u) = e temos que

F'(z) = e**™ .cosx.

5.5 Conclusao

Pelo exposto nesta aula concluimos que no célculo efetivo das derivadas é muito importante
conhecer suas propriedades, ja que a definicdo envolve um limite que na maioria das vezes
nao é simples de calcular.

5.6 Resumo

Vimos nesta aula que a derivada goza das doze propriedades:
R1: A derivada de uma fungao constante é igual a zero;
R2: dada a funcio f(z) = 2", onde n € R temos que f'(z) = nz"
R3: a derivada de f(x) = senz é dada por f'(x) = cosz;
R4: a derivada de f(x) = cosz é dada por f'(x) = —senz;

R5: dada a fungao f(z) =a”, com a € R, 1 # a > 0, sua deriva é f'(z) = a”Ina.
Em particular, a derivada de f(z) = e* é f'(x) = e®lne = €7

1
R6: dada f(x) = log, x, tém-se que f'(z) = . Em particular, se f(z) = Ina segue
zlna
1

que f'(z) = "

R7: A derivada da soma é a soma das derivadas;
R8: a derivada da diferenca é a diferenca das derivadas;

R9: a derivada do produto de duas fungoes é igual a derivada da primeira vezes a
segunda mais a primeira vezes a derivada da segunda;

R10: a derivada do quociente de duas fungoes f(x) e g(z) é dada por



~ f'(@).9(x) + f(z).9'(2)
g g(z)? '

R11: Em geral, a derivada de uma funcao polinomial

f(x) =ap + a1x + aga® + ... + ap2™,an # 0
¢ dada por

f'(z) = a1 + 2a0x + ... + na,z" L.

R12: (c.f(x))' = c.f'(x), onde ¢ é uma constante real.
Além destas propriedades, vimos uma regra util para derivar fun¢oes compostas, de-

nominado Regra da Cadeia, a qual afirma que se f e g sao fungoes diferencidveis e F' = fog
for a fungdo composta definida por F'(z) = f(g(x)), entdo F' é diferenciavel e, além disso,

F'(z) = f'(9(2)).g'(z).

5.7 Atividades

Atividade 5.7.1. Obtenha as derivadas das funcoes f(z) = 23, g(x) = 7% e h(z) = V.
Atividade 5.7.2. Calcule a derivada de f(x) = senz em xg = 7.
Atividade 5.7.3. Calcule a derivada de F(z) = cos(e”).

Atividade 5.7.4. Calcule F'(x) para F(x) = cos(10 + z%).

5.8 Proxima aula

Apos ter aprendido a calcular derivadas de um grande classe de fun¢oes, na proxima aula
daremos algumas aplicagoes. Mostraremos que o estudo de maximos e minimos estd bem
relacionado com as derivadas.
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