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6.1 Introducao

Este capitulo explora o poder da derivada, que usamos para a analise das propriedades das
funcgoes. Veremos também como usar a derivada para resolver amplas classes de problemas
de otimizacao. Muitas propriedades praticas requerem minimizar um custo ou maximizar
um lucro, ou de alguma forma encontrar a melhor saida de uma situa¢ao. Em muitos desses
problemas usaremos a teoria do maximo e minimos para resolver. Nesses capitulo, apren-
deremos que o sinal da derivada em um intervalo esta relacionado com com os intervalos de
crescimento e decaimento da fungao. Usando esse fato, forneceremos um meétodo, chamado
Teste da Derivada Primeira, para determinar extremos (méximo e minimos) relativos de
funcoes. Veremos, também, a definicao da derivada segunda e um método envolvendo
ela para decidir se um ponto critico € maximo ou minimo relativo chamado Método da
Derivada Segunda.

O assunto abordado nesse secao util na sétima aula, para o esboco de graficos de
funcoes.

6.2 Funcoes crescentes e decrescentes

Uma funcdo f é crescente em um intervalo (a,b) se para quaisquer xi,z2 em (a,b) com
x1 < mg temos que f(z1) < f(z2). Por exemplo, a fungao da figura 1 é crescente no
intervalo (a,b).

Analogamente, f é decrescente se para quaisquer xi,z2 € (a,b) com z; < x2 temos
f(x1) > f(x2). Por exemplo, a funcao cujo grafico esta esbogado na figura 2 é decrescente.

Apesar das definicoes de funcoes crescente e decrescentes apontarem nao ter relacao
com a derivada, temos o seguinte teorema que mostra o contrério.

Teorema.(a) Se f'(z) > 0 para cada = € (a,b) entao f é crescente em (a, b);
(b) se f'(z) < 0 para cada = € (a,b) entao f é decrescente em (a, b);
(c) se f'(z) =0 para cada = € (a,b) entao f é constante em (a, b).
Vejamos agora algumas aplica¢oes desses teorema.
Exemplo 6.2.1. Prove que f(z) =" é uma funcao crescente.

Solugao: Sabemos que f'(z) = €*, para todo x € R como e¢” > 0 para todo z, segue
que f'(x) > 0 para todo x € R; assim, pelo teorema anterior, f é crescente.



Figura 1: Fungédo crescente no intervalo (a,b).

Exemplo 6.2.2. Determine o intervalo em que a fun¢ao f(x) = 22 & crescente e o
intervalo em que é decrescente.

Solugio: Sabemos que a derivada de f(z) = 22 é f'(z) = 2a; assim,
fliz)=22>02>0 e fl(r)=2xr<0&2<0.

Pelo teorema anterior, segue que f é crescente no intervalo (0,00) e decrescente no inter-
valo (—00,0).

Exemplo 6.2.3. Determine os intervalos em que a funcao f(x) = 23— 322 —24x + 32 ¢
crescente e em que é decrescente.

Solugio: A derivada de f'(z) ¢ f'(z) = 32% — 62 — 24 = 3(2? — 22 — 8) que ¢ uma
fungdo do segundo grau. Usando a férmula de Baskara obtemos x1 = —2 e 2 = 4 como
raizes de f'(x); assim, f'(z) = 3(z + 2).(z — 4). Como o coeficiente de 2 ¢ 3 > 0, a
concavidade do grafico de f'(x) é para cima; assim,

f'(x) >0 x € (—o0,—2) U (4,00)

fl(x) <0e 2z e (—2,4).

Pelo teorema anterior, f é crescente nos intervalo (—oo, —2) e (4,00), e decrescente em
(—2,4).
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Figura 2: Fungao decrescente no intervalo (a,b).

6.3 O Teste da Derivada Primeira

Além de nos auxiliar na determinacao dos intervalos onde o grafico de uma funcao é
crescente e decrescente, a derivada pode ser usada localizar certos “pontos mais altos” e
“pontos mais baixo” no grafico de f. Escolher esses pontos é 1til no esboco de gréfico e em
problemas de otimizacao.

Dizemos que uma func¢do f tem um méximo relativo em x = ¢ se existe um intervalo
aberto (a, b) contendo ¢ tal que f(x) < f(c) para todo x € (a,b). De modo analogo, f tem
um minimo relativo em x = ¢ se existe um intervalo aberto contendo ¢ tal que f(x) > f(c)
para todo x € (a,b).

A funcdo cuja gréfico esta esbogado na figura 4 possui um méximo relativo em x; e um
minimo relativo em xs.

Vamos agora ver um teorema que diz como a derivacao pode ajudar a determinar os
méximo e minimos relativos.

Teorema: Seja x = ¢ um maximo ou um minimo relativo da fun¢do f. Se f é difer-
enciavel em xz = ¢ entao f'(c) = 0.

Em geral, um zero da derivada de f é dito um ponto critico de f; assim, se f'(c) =0
entdo x = ¢ € um ponto critico de f. O teorema acima nao diz que os possiveis maximo e
minimo relativo de uma funcao diferencial sao seus pontos criticos.

Observe que a funcao f(z) = |z| é tal que x = 0 é um minimo relativo e no entanto,
f'(0) nao existe.



Figura 3: Grafico f(z) = e”.

Exemplo 6.3.1. Prove que z = 3 nao é um extremo (maximo ou minimo) relativo
de
3
x
T)=— —4z.

Solugdo: Note que f'(z) = 2% —4; assim, f'(z) = 0 se, e somente se, z = +2 pelo teorema
anterior, os possiveis extremos relativos de f sdo +2 e, portanto, x = 3 nao é extremo
relativo.

Exemplo 6.3.2. Prove que f(z) = e nao possui extremos relativos.

Solugao: Basta notar que f'(z) = e* # 0 para todo z € R e, do teorema anterior,
segue que f nao possui extremos relativos.

Vejamos agora um critério para determina dentre os pontos critico de uma funcao
diferenciavel, quais sao maximo relativos, minimo relativo e quais nao sao extremos rela-
tivos.

Teste da derivacao primeira. Seja x = ¢ um ponto critico de f. Entao:

(a) se f'(x) muda o sinal de positivo para negativo quando nos movemos pelo ponto critico
T = ¢, entdo x = ¢ é um méaximo relativo;

(b) se f'(x) mudar de sinal de negativo para positivo quando nos movemos pelo ponto



Figura 4: Grafico

critico x = ¢ entdo x = ¢ é um ponto de minimo relativo;

(c) se f'(z) ndo muda de sinal quando ndo movemos pelo ponto critico x = ¢ entdo
T = c entdo é um extremo relativo.

Vejamos algumas aplicagoes deste teorema.

Exemplo 6.3.3. Encontre os maximos e minimos da funcio f(z) = z* — 4.

Solugio: Note que f'(z) = 2x — 4; assim f'(x) = 0 se, e somente se, z = 2. Logo z =2 é
o tnico ponto critico de f. Como f'(x) < 0 para z < 2 e f'(xz) > 0 para x > 2, pelo Teste
da Derivada Primeira, segue que z = 2 é um minimo relativo.

1
Exemplo 6.3.4. Encontre os maximos e minimos relativos da func¢ao f(z) =z + —.
x

Solugao: Note que

f'(x)ZI—f _ — _ (‘T"i_l)'(x_l)z;

T T x

assim, f'(x) = 0 se, e somente se, z = £2. Vamos analisar o sinal de f'(z). Como o sinal
do denominador é sempre positivo em seu dominio, o sinal de f'(x) é o sinal do numerador
(x +1).(x — 1) que é positivo para = € (—oo0,—1) ou z € (1,00), e negativo para = em
(—=1,0) e x € (0,1). Note que z = 0 nao esta no dominio de f. Pelo Teste da Derivada
Primeira, x = 1 é minimo relativo e £ = —1 é um maximo relativo.

Exemplo 6.3.5. Determine os extremo relativo de f(z) = xze®.

Solugio: Note que f'(z) = ze® +e* = (z + 1)e* e, como e* > 0 para todo = em R,
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Figura 5: Grafico de f(x) = + e

temos que
flz) =0 2=-1
flzr) <0< -1
fl(x) >0 x> —1;
assim, x = —1 é o unico ponto critico de f, que, pelo Teste da Derivada Primeira, é um

maximo relativo.

6.4 O Método da Derivada Segunda

Se f for uma funcao diferencidvel, entdo sua derivada f'é, também, uma funcao. Logo, f'
poderia ter sua propria derivada, denotada por (f')' = f''. Essa nova fungao f'' é chamada
de derivada segunda de f, pois é a derivada da derivada de f.
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Figura 6: Grafico de f(z) = ze”.

Exemplo 6.4.1. Obtenha a derivada segunda de f(x) = 32° 4+ 42 — 5.
Solugao: Pela regra de derivacao de fungoes polinomiais

f'(z) = 622 + 8.
Note que f' também é uma funcdo polinomial; donde,

f'(x) = (f'(x)) =12z + 8.

Exemplo 6.4.2. Se f(z) = zsenz, calcule f'(x) e f"(z).
Solugdo: Aplicando a regra do produto

f'(z) = (z)'senz + z.(senz)" = l.senz + x.(cos x) = senz + x cos x.
Para obter f"(z), derivamos f'(z) usando a regra da soma e do produto e obtemos

f'"(z) = (senz + x.cosx)' = (senx)' + (z.cosx)' =

cos + (x)' cosx + x.(cosx)' = cosx +'.cosx + x.(—senx) = 2cosx — Tsent.



Método da Derivada Segunda. Seja z = ¢ um ponto critico de f e assuma que
1" (c) existe. Entao:

(a) se f'"(c) < 0 entao x = ¢ ¢ um méaximo relativo;

(b) se f'"(c) > 0 entdao = ¢ ¢ um ponto de minimo relativo.

No caso em que f'"(¢) = 0 ndo podemos concluir que o ponto critico z = ¢ seja um

extremo relativo. Com efeito, a funcio f(x) = 23 é tal que f'"'(0) = 0 e, no entanto, z = 0

nao é um extremo relativo.
f

Figura 7: Grafico de f(z) = 2*

Por outro lado, a funcio g(z) = z* ¢ tal que ¢'"'(0) = 0 e, neste caso, z = 0 é um

2 é o Tunico ponto

minimo relativo.
Exemplo 6.4.3. Usando o método da derivada segunda obtenha os extremos rela-

tivos de f(z) = 2° — 4.
Solugao: No exemplo 6.3.3 vimos que f'(x) = 2x — 4 e que =
critico desta fungdo. Como f'(2) = 2 > 0, pelo Método da Derivada Segunda, z = 2 é

minimo local.
Exemplo 6.4.4. Obtenha os extremos relativos de f(z) = 323 + 42 — 5.

Solugio: Vimos no exemplo 6.4.1 que f'(z) = 62 + 8z e f'"(z) = 12z + 8; donde
concluimos que os pontos criticos da funcio sdo os zeros de 622 + 8z, que sdo z1 = 0 e
x9 = —. como f'"(0) = 8 > 0, temos, pelo Método da Derivada Segunda, que x1 = 0



Figura 8: Grafico de f(z) = x*.

—4
¢ minimo relativo e, do fato de f"(?) = —8 < 0, concluimos que z9 = 3 ¢ maximo

relativo.

6.5 Conclusao

Concluimos desta aula que as derivadas primeira e segunda sdo cruciais na determinagao
dos pontos de méximos e minimos relativos de uma fungao. Concluimos também que os
intervalos de crescimento e decaimento de uma funcédo estdo relacionados com o sinal da
derivada primeira.

6.6 Resumo

Vimos nessa aula que dada uma funcao diferenciavel, os intervalos, os quais a fungao é
crescente coincide com os intervalos onde a funcao tem derivada positiva e que a funcao é
decrescente quando a derivada é negativa. Usando esse resultado formulamos o Teste da
Derivada Primeira, o qual diz:

-se f'(x) muda o sinal de positivo para negativo quando nos movemos por um ponto
critico x = ¢, entdo x = ¢ é um méaximo relativo;



Figura 9: Grafico de f(z) = 32% + 42% — 5.

-se f'(r) mudar de sinal de negativo para positivo quando nos movemos pelo ponto
critico x = ¢, entdo x = ¢ é um ponto de minimo relativo;

-se f'(x) ndo muda de sinal quando ndo movemos pelo ponto critico z = ¢ entdo z = ¢
entdo é um extremo relativo.

Baseado na derivada segunda, vimos o Método da Derivadas Segunda, um método util
na determinacao dos extremos relativos de uma func¢ao, o qual diz:

-se f""(c¢) < 0 ent@o o ponto critico = ¢ ¢ um maximo relativo;

-se f""(c) > 0 ent@o o ponto critico z = ¢ € um ponto de minimo relativo.

6.7 Atividades

Atividade 6.7.1. Encontre os intervalos em que a fun¢ao
3 ba?

f(x):§—7+6x

é crescente e os intervalos em que ela é decrescente. Determine seus extremos relativos.

Atividade 6.7.2. Obtenha as maximas e minimo relativos de f(z) = 2® — 32 + 1.

Atividade 6.7.3. Obtenha os as méximo e minimo relativo de f(z) = ze ™.

Atividade 6.7.4. Mostre que = 0 é um ponto critico de f(z) = 23 que nido é ex-
tremo relativo.



Atividade 6.7.5. Obtenha a derivada segunda de f(x) = zcoszx.

6.8 Proxima aula

Na proéxima aula, daremos um critério envolvendo o sinal da derivada segunda para deter-
minar a concavidade e os pontos de inflexao do grafico de uma dada fungao. Baseado nos
assuntos dessa aula e neste critério, forneceremos um roteiro para esboco de graficos.
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