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7.1 Introducao

Embora, conforme vimos na aula anterior, o sinal da derivada de uma funcao f revele onde seu gréfico
é crescente ou decrescente, ele ndo revela a direcao da curvatura. Por exemplo, considere as funcoes

fl)=a* o glx)=a5.
Note que o sinal da derivada de f, f'(x) = 322, e o da derivada de g,
1 1 1
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coincidem. Isto mostra que, apenas estudando o sinal da primeira derivada nao é possivel esbocar
graficos com precisao.

Figura 1: Grafico de f(z) = 2.

Figura 2: Grafico de f(z) = z'/3.

O que diferenciam os graficos de f e g é a concavidade, que serd fornecido em termos do sinal da
derivada segunda, a qual definiremos nessa aula. O assunto das segoes 7.2 e 7.3 serd tutil na secao



seguinte, onde forneceremos um algoritimo para esbocar grafico de funcoes que possuem derivadas de
segunda ordem.

Em numerosas ocasioes, o grafico de uma funcio é de grande auxilio para visualizagdo de suas
propriedades, pois fornece num relance, um resumo de todas as informacoes captadas pela funcao.

O grafico de uma funcao f : D C R = R &, por defini¢ao, o conjunto de pontos (x,y) do plano
cartesiano tais que z € D ey = f(x). Note que, usando apenas a defini¢ao seria basicamente impossivel
fazer com precisao, esboco de graficos de fungoes nao-triviais. Nessa aula, usando as ferramentas
estudadas nas aulas 01-06 e mais o estudo da concavidade, apresentaremos um roteiro para esbogar de
graficos. Tal roteiro, faz uso da nogao de limites e do célculo diferencial.

7.2 O estudo da concavidade

Se f for diferencidvel em um intervalo aberto I, entao f é dita ser concava para cima em I se f' for
crescente em I, e concava para baixo se f' for decrescente em I. Por exemplo, a funcao f(z) = 3 e
concava para cima em (0, +00) e para baixo em (—o0,0), ji que f'(x) = 322 é crescente em (0, 400)
e decrescente em (—00,0). Ja a funcao g(x) = 3 é cdncava para cima em (—oo,0) e concava para

baixo em (0,+o00) pois f'(x) = W é crescente em (—o00,0) e decrescente em (0, +00). Note que a
T

concavidade de f e g diferencia seus graficos.

Para efeito de aplicagdes, vamos determinar uma forma de obter os intervalos onde f' é crescente
e decrescente. Esse método é sintetizado no seguinte teorema:

Teorema. Seja f duas vezes diferencidvel em um intervalo aberto I. Entao:
(a) se f'"(z) > 0 em I, entdo f tem concavidade para cima em I;
(b) se f'"(x) < 0em I, entao f tem concavidade para baixo em I.

Vamos agora, ver algumas aplicagoes desse teorema:

Exemplo 7.2.1. Prove que dada uma func¢do polinomial do segundo grau
f(x) =az® + bz +c,a#0
temos que f é concava para cima se a > 0 e concava para baixo se a < 0.

Solugao: Note que f'(z) =2azx +be f'"(z) = 2a; assim, f'"(zr) >0 a>0e f'"(x) <0< a<0e,
pelo teorema anterior, concluimos que f é concava para cima se a > 0 e concava para baixo se a < 0.

O exemplo acima mostra que f(z) = x? é concava para cima e g(z) = —z° é concava para baixo.
Exemplo 7.2.2. Estude a concavidade da funcio f(z) = 23 — 32% — 24z + 32.

Solugao: Pela regra de derivacao de fungoes polinomiais temos que

f'(x) = 32% — 62 — 24



Figura 3: Grafico de f(z) = 2°.

e
f"(z) = 6z — 6;
assim,
f'(z) >0 6z—-—6>0<2>1
e

f'z) <0 6r-—6<0ex<l.

Logo, a fungao tem concavidade para cima em (1, 400) e para baixo em (—oo, 1).
Exemplo 7.2.3. Estude a concavidade de f(z) = z.e™ ™.

Solugao: Usando a regra do produto e da cadeia obtemos

fllz)=(x)' e 4z(e ") =le " +ze(—ax)=e—ze*=(1-x)e”

fflz)=1-2)e "+ (1-2a)(ec*) ==l *+(1—x)e *(-x) =
—e " —(1l—xz)e "=(-2+uz)e "
Desde que e”* > 0 qualquer que seja x € R, temos que

f'"x) >0 24+>0 0> 2

f'llz)<0&e 2+2<0s <2

Pelo teorema anterior, a concavidade de f é para cima em (2,400) e para baixo em (—o0, 2).
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Figura 4: Gréfico de g(z) = —x

—f——

Figura 5: Grafico de f(z) =z.e”".

7.3 Pontos de inflexao

Um ponto de inflexdo é um ponto no qual o grafico da fun¢cdo muda de concavidade. Por exemplo,
e note que f muda de concavidade na origem, assim é um ponto de

considere a funcio f(z) = z°

inflexao.
Os procedimentos a seguir, podem ser usados para encontrar pontos de inflexao de fungoes difer-

enciaveis.

Passo 1: Calcule f"(z);
Passo 2: Determine os pontos do dominio de f para os quais f'"(z) =0 ou f"(x) ndo existe;

Passo 3: Determine o sinal de f'"(z) a esquerda e a direita de cada ponto z = ¢ encontrado no
passo 2. Se houver uma mudanca de sinal de f'"(z) quando passamos por = = ¢, entdo (¢, f(c)) é um



]
: a origem é um ponto de inflexao.

Figura 6: Grafico de f(z) = 23
4-

ponto de inflexao de f.
Exemplo 7.3.1. Obtenha, se existir, os pontos de inflexdao de f(x) = 73 e g(z) ==z

Solu¢ao: De acordo com a regra de derivagdo de poténcias, temos que
1 21 1 -2 1 1
f' ) = 7$§71 = —r 3 = = ) g' ) = 45(;3
) 3 3 305 3Va? (=)
e que
1 -2 -2 -2 =5 —2
M) ==~ (—)x3 = g3 = — "(z) = 1222
O passo 1 esté feito, vamos ao passo 2. Note que f'"(x) ndo existe para x = 0 e, para os demais valores
de x existe e é ndo nulo; assim, o tnico possivel ponto de inflexdo de f é 2 = 0. Como f''(x) > 0 para
x>0e f"(x) <0 para z < 0, segue que realmente x = 0 é um ponto de inflexdao de f.

Ja para g(x), g"'(z) sempre existe e ¢''(x) = 0 se, e somente se, x = 0; assim, o Gnico possivel ponto

de inflexdo de g é x = 0. Neste caso, x = 0 nao ¢ um ponto de inflexdo, pois ¢"'(x) = 1222 > 0 para

todo = # 0.

Atividade 7.3.1. Obtenha os pontos de inflexdo de f(z) = 2> + 22 — 5z + 6.
Exemplo 7.3.2. Prove que toda funcao polinomial de grau 3 tem exatamente um ponto de in-

flexao.
f(x) = az® + bz + cx +d,a #0

Solugao: Seja
uma fun¢ao polinomial de grau 3. Note que
f'(z) = 3az® 4 2bx + ¢

f'(x) = 6az + 2b.



Figura 7: Grafico de f(z) = 2'/® : a origem néio ¢ um ponto de inflexdo.

e portanto,
—2b
" — —
fl'llz) =02 = o
Mas,
—2b
"
f'(z) >0 x> 6
) 2b
" 0= —
fM'(x) < x < 60

assim, r = oa corresponde a um ponto de inflexao de f.
a

Exemplo 7.3.3. Dada

(a) calcule f"(x);
(b) estude a concavidade de f;
(c) determine os pontos de inflexao de f.
Solugao: (a) A derivada primeira de f édada por
flz)=[*+ 1) ==-1*+1)"1 L@+ 1) = —2z.(2> + 1)"2
A seguir, usando a regra do quociente, obtemos:

2(32% - 1)

f'(z) = S



Figura 8: Grafico de f(z) = 2 : a origem ndo é um ponto de inflexao.

verifique isso!
q

(b) Note que o denominador de f"(z) é sempre positivo; assim,

V3 V3

1
f'2)>0e2B2>-1) >0 > - ea<

3 3 W
1 ) 3
f”(m)<0<:>2(3m21)<O<:>x2<3<:>3\[<$<\3[
e
f'z)=02Bz*-1)=0<=x :§<:>x::l: 3
—V3 3 -3 V3
Logo, f tem concavidade para cima em (—oo,;)[) U (\g,—i—oo), para baixo em (?\)[,\3[) e

3
T = :I:? sao os pontos de inflexao de f.

7.4 Esboco de Graficos

Caro aluno, é muito importante que usando o roteiro fornecido nesta secao, vocé resolva bastante
exercicios envolvendo esboco de grafico de funcoes, ji que, faz-se para tal, uso de assuntos de varias
aulas vistas previamente.

O roteiro que segue, pretende servir como um guia para esbogar o grafico de uma funcao f: D C
R = R. Nem todos os itens sao relevantes para cada funcao, mas o roteiro fornece todos as informagcoes
necessarias para fazer um esboco que mostre os aspectos mais importantes da funcao.



Passo 1: Determine o dominio de f.

-

E frequentemente proveitoso comegar determinando o dominio de f, isto é, o conjunto de valores
de x para as quais f(x) estd definida.

Passo 2: Encontre os valores onde f intercepta os eixos x e y.
A equagao f(x) =0 pode ser de dificil resolugao; assim, pode se omitir esta etapa se necessdrio.
Passo 3: Determine as assintotas horizontais e verticais.

Se lim f(x) =L ou lim f(z)= L entdo a reta y = L é dita uma assintota horizontal do grdfico
r— 00 T——0Q0
de f. Se resultar lim f(x) = 0o, lim f(z)=o00, lim f(z) = —oco ou lim f(x) = —oco entdo nao
T— 00 r——00 Ir—00 r——00

hd horizontais. Estas informagoes sao tteis no esbogo dos grificos.

A reta x = a € uma assintota vertical se quando aproximamos de x = a por valores maiores ou
menores que a, a func¢do cresce ou decresce ilimitadamente.

Passo 4: Determine os intervalos de crescimento e decrescimento.

Pelo que vimos na sexta aula, é necessario e suficiente estudar o sinal de f'(x), pois

f'(z) > 0 & fé crescente em [

f'(z) < 0 < fé decrescente em I.

Passo 5: Encontre os maximos e minimos locais.
Para esse passo, usando as informagoes do passo 4, use o Teste da Derivada Primeira para deter-
minar tais extremos. Se a andlise do sinal da derivada da fung¢do for complicado, use o Método da

Derivada Sequnda.

Passo 6: Estude a concavidade de f.
Para este passo, calcule f''(x) e estude seu sinal, jd que, pelo que vimos na se¢ao 7.2,

f"(z) > 0« f tem concavidade para cima

f"(z) <0< f tem concavidade para baixo.

Passo 7: Encontre os pontos de inflexdao de f.

Para obter os pontos de inflexao ,use o estudo do sinal da derivada sequnda obtido no passo 6, ja
que 0s pontos de inflexao ocorrem quando a concavidade muda a dire¢ao, conforme se¢ao 7.5.

Passo 8: Faga o esbogo do grafico.
Use os passos 01-07. Coloque as assintotas como linhas tracejadas. Marque os interceptos, pontos

de mdzimo, minimo e de inflexao. Entdo fagca a curva passar por esses pontos, subindo ou descendo
de acordo com o passo 04. Com a concavidade de acordo com o passo 06 e tendendo as assintotas.



Vamos agora fazer alguns esbogos de graficos de fungoes passo-a-passo, de acordo com o roteiro
fornecido anteriormente.

Exemplo 7.4.1. Esboce o grafico da funcio f(x) = 22° — 322
Solugdo: Seguiremos o roteiro anterior.
Passo 1: Desde que f é uma funcao polinomial, temos que seu dominio é o conjunto dos niimeros reais.

Passo 2: Fazendo z = 0, deduziremos que a interseccio com o eixo y é f(0) = 2.0° — 3.0 = 0.
Por outro lado,

f(a:):0<:>2:U3—3:c2:O@x2(2x—3):O@x:00u2:c—3:0<:>m:00uw:g;

3
assim, o grafico de f intercepta o eixo x quando x = 0 e quando =z = 3

Passo 3: Como

lim f(zx) =00 e lim f(z) = —o0,
Tr— 00 r——00

temos que f nao possui assintotas horizontais. Desde que f é polinomial, é continua e, portanto,

lim f(z) = f(z),

r—a

donde segue que f nao possui assintotas verticais.

Passo 4: Como
f'(z) = 2.3 — 3.22 = 62% — 6,

temos que
flz)>0622—6x>0=2>—2>0czc (—o00,0)ouz € (1,400)

f'(x) <0<z €(0,1);
assim, f é crescente nos intervalos (—o0,0) e (1,400) e decrescente em (0, 1).

Passo 5: Note que f'(z) = 0 & z = Ooux = 1. Usando as informacoes do passo 4 e o teste da
derivada primeira vemos que x = 0 é méaximo local e z = 1 é minimo local.

Passo 6: Usando a derivada primeira calculada no passo 4, temos que

f"(x) =6.20 — 6 = 12z — 6;

assim,
1
@) > 06120 6> 02>
‘ 1
fllz) <0 12r-6<0e < 7
: . : 1 : 1
Portanto, f tem concavidade para cima no intervalo (5, +00) e para baixo em (—oo, 5)
1 . . 1
Passo 7: Note que f'"(z) = 0 & z = 3 © pelo passo anterior, f'" muda de sinal em xz = 7

1
Logo x = 3 é ponto de inflexdo.



Passo 8: Com base nas informagoes obtidas nos passos 1-7 podemos concluir que o grafico de f
tem a forma dada na figura 9.

Exemplo 7.4.2. Faga um esbogo do grafico de

. ) 0s 1 x

Solu¢ao: Faremos os passos sugeridos nesta segao.
Passo 1: O dominio de f ¢ D(f) = {z € R;2? —1#0} = {r € R/x # +1} =R — {+1}.

Passo 2: Desde que
2

10 =077 =

temos que o grafico de f intercepta o eixo y na origem e, como

0,

2
2 -1

temos que a intersec¢ao com o eixo x ocorre na origem também.

flz)=0&z =0&2=0,

Passo 3: Como )
2

. 2 . Tz . 1

lim T = lim 5 = lim 2:1

r—00 4 — r—o00 z2—1 z—oo 1 _ 1

x T

e que
2
lim T = lim 72:1,
r——00 I — T——00 1 _ 1

T

temos que y = 1 é uma assintotas horizontal de f. Para x # +1 temos que f é continua e, portanto,

lim f(z) = f(a).

r—a



Para x = £1 temos que:

1. quando x se aproxima de 1 por valores maiores que 1, a funcao cresce ilimitadamente;
2. quando z se aproxima de 1 por valores menores que 1, a funcao decresce ilimitadamente;
3. quando x se aproxima de —1 por valores maiores que —1, a funcao decresce ilimitadamente;

4. quando z se aproxima de —1 por valores maiores que —1, a funcao cresce ilimitadamente;

Logo as retas x = —1 e x = 1 sao assintotas verticais.

Passo 4: Como

oy (@) (@t -1) =2 (2 - 1) 2x(2® — 1) — 2?(22) x
Fo = @17 I o R TV
temos que
f'(x) >0 2z <0(x#—1)

f'z) <0< x>0(x#1).

Portanto, f é crescente em (—o0,—1) e (—1,0) e decrescente em (0,1) e (1, 00).

Passo 5: Note, do calculo de f' feito no passo anterior, que f'(z) =0« 2 =0 e, como f'(x) > 0 em
(—=1,0) e f'(z) < 0em (0,1) temos, do Teste da Derivada Primeira, que x = 0 é maximo local.

Passo 6: Desde que, do passo 04,

\ 2
fi(z) = @2_1)p
temos que
wn L (=2)(@? =12 = (=22)[(2* — 1)?)'  —2(z*—1)*+22.2(2* - 1).22
o= @1 ) @1y

(22 = 1)[-2(z% - 1) +82%]  62%+2

(22 —1)4 (22 -1)%

Desde que 622 + 2 > 0 temos que

fl(z) >0 22 —1>0e s e (—o0,—1)oux € (1,00)

fllz) <0’ —1<0s e (-1,1).

Portanto, o gréfico de f tem concavidade para cima em (—oo, —1) e (1,00) e concavidade para baixo
no intervalo (—1,1).

Passo 7: Desde que f'(x) # 0 para todo « € D(f), temos que f nao possui pontos de inflexao.

Passo 8: Pela informacao obtidas nos passos 01-07 temos que o grifico de f tem a forma dada
na figura 10.
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Figura 10: Gréafico de f(z) =

7.5 Conclusao

Desta aula, concluimos que para esbogar graficos de fungoes com precisao é necessario conhecimentos
do célculo diferencial, em particular, conhecermos as derivadas primeira e segunda. O sinal da primeira
esté relacionada com os intervalos de crescimento e decaimento da fungdo, enquanto a segunda passa
as informagdes sobre a concavidade.



7.6 Resumo

Vimos nessa aula que o sinal da derivada segunda esta estritamente relacionado com a concavidade do
grafico da fungdo. Mais precisamente, se f for uma fungdo duas vezes diferenciavel em um intervalo
aberto I, entdo f tem concavidade para cima em I, se e somente se f''(z) > 0 em I. A concavidade
estd para baixo se, e somente se, f''(x) < 0.

Vimos também que os pontos onde o grafico da fungdo muda de concavidade sdo os pontos de
inflexao e podem ser determinados estudando o sinal da derivada segunda préximo dos pontos onde a
derivada segunda se anula.

Na secao 7.4 vimos um roteiro que serve como guia no esbogo de graficos de func¢des. Tal roteiro
tem oS passos:

Passo 1: Determine o dominio de f.

Passo 2: Encontre os valores onde f intercepta os eixos x e y.
Passo 3: Determine as assintotas horizontais e verticais.

Passo 4: Determine os intervalos de crescimento e decrescimento.
Passo 5: Encontre os maximos e minimos locais.

Passo 6: Estude a concavidade de f.

Passo 7: Encontre os pontos de inflexao de f.

Passo 8: Faga o esbogo do grafico.

Usando esses passos fizemos esboco de varios gréaficos.

7.7 Atividades

Atividade 7.7.1. Faca um Esboco do grafico de f(z) = 2z — 2% + z.

Atividade 7.7.2. Faca um esbogo do grafico da fungao

2

90 =y

Atividade 7.7.3. Faca um esbogo do grafico de f(z) = xe®.

Solucao da atividade 7.7.3: Resolveremos usando os passos sugeridos nesta aula.

Passo 1: D(f) = R.



Passo 2: Como f(0) = 0e f(z) =0 < z = 0, temos que a interse¢do com 0s eixos ocorre ape-

nas na origem;

= lim ze® = 0, temos que o eixo x é uma assintota hori-

Passo 3: Desde que lim ze® = o e
r—00 rT——00

zontal. Uma vez f é continua, ela ndo possui assintota vertical;

Passo 4: Como f'(z) = (z)'e” + d(x)(e”)" = € + ze® = (x + 1)e” e €® > 0 para todo z € R,

temos que
fllz) >0 z>-1 e fllr)<0ez<-—1.
Portanto, f é crescente em (—1,00) e decrescente em (—oo, 1);

Passo 5: Pelos céalculos do passo 4 e pelo teste da derivada primeira temos que x = 0 é minimo
local;

Passo 6: Como f'(z) = (z + 1)e”, temos que
f'(z)=(x+1D)'e"+ (x+1)(e") = 1e* + (x + 1)e* = (z + 2)e”

e assim,
f'z) >0 x>-2 e f"2)<0sx< -2
Logo, f tem concavidade para cima no intervalo (—2,00) e para baixo em (—o0, —2);

Passo 7: Como f'"(x) = 0 & x = —2 e, pelo passo 5, f'" muda de sinal em & = —2, temos que

x = —2 e ponto de inflexao;

Passo 8: Veja o grafico de f na figura 11.

45 |

3.5+

‘z_
/
\

Figura 11: Gréfico de f(z) = ze®.



7.8 Proxima aula

Na proxima aula passaremos ao estudo do Célculo Integral. No entanto, ndo podemos esquecer o
Calculo Diferencial, ja que ha um elo de ligagao entre as duas teorias dado pelo Teorema Fundamental
do Célculo.
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