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8.1 Introducao

A integral de Riemann, criada por Bernhad Rienann, foi a primeira defini¢ao rigorosa de
integral de uma funcgao real definida num intervalo. Apesar de historicamente, ter surgido
da necessidade de calcula area de figuras planas, ela esta envolvida em diversos situacoes
tais como:

-usando a taxa segundo o geral o 6leo vazo de tangue encontramos a quantidade que
vazam durante certo periodo;

-usado a leitura do velocimetro do 6nibus espacial Endeavour podemos calcular a altura
atingida por ele em um dado instante;

-usando o conhecimento da poténcia consumida encontramos a energia usada durante
um dado dia em Sao Francisco.

Nas aulas 03-07, aprendemos noc¢oes de calculo diferencial que lidam com o problema de
se definimos a taxa de relacdo de uma quantidade em relacdo a outra, podemos definimos
a relacao entre as duas quantidade? A ferramenta principal utilizada no estudo do calculo
integral é a antiderivada de uma fungao, a qual faz-se sentido do fato de existir um elo
entre o calculo deferencial e o cdlculo integral dado pelo Teorema Fundamental do Calculo.

8.2 O Problema da Area

Consideremos o problema de calculo a area da regiao delimitada pelo grafico de uma func¢ao
nao-negativa f, o eixo x e as linhas verticais t = a e x = b.




Essa area A é chamada area sobre o gréfico de f no intervalo [a, b].

Admitido conhecida a nocao da intuitiva de area de uma figura plana e ainda, que
a area de um retangulo de base b e altura h é b.h, vamos descrever um processo para
determina A.

Se f(a) fosse constante e igual a k em [a,b], a area procurada serd a area de um
retangulo de altura k e base b — a; assim, A = k.(b — a).

Se f(a) nao é constante, dividimos o intervalo [a, b] em sub-intervalos suficientemente
pequeno para que neles f(a) passa ser considerado constante, com uma boa aproximagao.
Em cada sub-intervalo podemos calcular, aproximadamente, a &rea sob o gréfico, calcu-
lando a area do pequeno retangulo que fica determinado quando supomos f(x) constante, a
area A procurada seré, aproximadamente, a soma das area destes retdngulo. Quanto maior
o namero de sub-intervalos, melhor serd a aproximacdo para a area. Com isso, usando a
notagao de limites, visto na segunda aula, temos que

A= lim [f(z1) + f(z2) + ... + f(zn)] Az,

n—oo

onde z1, X2, ..., T Sa0 pontos arbitrarios pertencentes aos n sub-intervalos de [a, b] de com-

h—
primento Az = M.
n

Exemplo 8.2.1. Seja f(z) = 22 e considere a regidao R sob o grafico de f no intervalo
[0, 1].

Para obtermos uma boa aproximacao da area A de R, construimos quatro retangulo
nao justapostos, dividindo o intervalo [0, 1] em quatro subintervalos
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de mesmo comprimento 7 Em seguida, construimos quatro retangulos com esses sub-

intervalos como base e com altura dadas pelos valores da funcao nos pontos médio
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de cada intervalo. Entao cada um desses retangulo tem largura 1°¢ altura

respectivamente. Pelo que foi visto anteriormente

1.1 1.3 1.5
A*zf(g)‘*‘zf(g)‘sz(g)‘*‘

1,7
)

Am I+ G+ CP + ()

21
A~ — =0,32812
o 0,328125

1
Futuramente, veremos que a area procurada é exatamente 3

8.3 A Integral Definida

Seja f uma funcao definida em [a, b]. Se

lim [f(z1)Az + f(x2)Ax + ... + f(z,)Az]

n—oo

existe para todos as escolhas de pontos z1, 3, ..., x, nos n sub intervalo de [a,b] de igual

(b—a)

, entdo esse limite é chamado integral definida de f de a até b

/abf(x)dx.

comprimento Ax =

e é denotado por



Assim,
b
[ #@)ds =t [fo) A0+ flea) s+ ot fw) ],

No caso em que f nao é negativa, pelo que vimos na se¢do anterior, a integral definida
fornece a area sob o grafico de f em [a, b]. Este fato fornece uma interpretagao geométrica

da integral definida.
b
| @

implicitamente assumimos que a < b. Mas a definigdo com soma de Riemann faz sentido,
mesmo que b < a. Neste caso temos

/baf(z:)dx - —/aj:(x)d:p.

Mesmo no caso a = b a defini¢ao faz sentido e, neste caso,

Quando definimos a integral

/aa f(z)dz = 0.

Exemplo 8.3.1. Pelo exemplo 8.2.1 temos que

0
/ z?dr ~ —0,328125.
1

A soma
flz)Az + f(xo)Az + ... + f(zn)Ax

¢ chamada de soma de Riemann, em homenagem ao mateméatico Bernhard Riemann (1826-
1866).

Um questao natural que surge é: dada uma funcao f definida num intervalo [a,b], f &
integravel? Um critério que é util é o seguinte:

Teorema: Se f é continua em [a, b], entdo f é integravel em [a, b].

8.4 Propriedades da Integral Definida

Vamos, na continuacao, citar algumas propriedade importantes da integral definida.

b
P1: / cdr = ¢(b — a), onde ¢ é uma constante;
a

P2: soma de func¢oes integraveis é integravel, além disso,

/ (&) + @] = / ’ fla)de + / " o) o



Figura 1: Foto de Riemann .

P3: produto de constante por func¢ao integravel é integravel, além disso,

/ab of (x)dz = c/abf(as)da:;

P4: diferenca de fungoes integraveis é integravel, além disso,

[0 - g@iar= [ sy [ g@rae
P5: /acf(m)dm + /bcf(x)dx _ /abf(:c)da:, onde a < ¢ < b;

b
P6: se f(z) > 0 em [a, b] entdo / f(z)dz > 0.



PT7: se f(x) > g(x) para todo = em [a, b], entao

/abf(:c)dz > /abg(x)dx;

P8: se m < f(x) < M para todo = em [a, b], entao

b
m.(b—a) < / flx)de < M.(b—a).
a
Vejamos agora algumas aplicacoes dadas propriedades.

Exemplo 8.4.1. Usando propriedades da integral, estime

1
I:/ (5 + 22°) dz.
0

1 1
I:/ 5dx—|—/ 222 dz.
0 0

1
/ 5dz =5.(1-0) =5;
0

Solugdo: Pela propriedade P2

Por P1

assim,

I:5+/012x2dx.
Usando a propriedade P3

I:5+2./01:E2dl‘.
Pelo exemplo 8.3.1 temos que

1
/ 22dz ~ 0, 328125;
0

assim,

I ~5+2.0,328125 = 5,65625.

Exemplo 8.4.2. Sabendo que

2
/ (54 222)dz ~ 9, 67,
1

estime )
/ (5 + 22?)dz.
0

Solug¢ao: Vimos no exemplo 8.4.1 que

1
/ (5 + 22%)dz ~ 5,65625.
0



Usando a propriedade P5

2 1 2
/ (5+22%)dx = / (5 +22%)dx + / (5 + 22%)dz =~ 5,65625 + 9,67 = 15,3229.
0 0 1

Exemplo 8.4.3. Sabemos que

b 2 2 b 3 3
b — b° —
/a;dx: 2a e que /x2dx:3a,

forneca uma férmula para o calculo de integrais definida de funcoes do segundo grau.
Solugdo: Dada uma funcdo do segundo grau

f(x) =ag+ar1x + asa?,

usando P2, P1 e P3 temos

b b b b b b
/f(x)dx:/ aod:I:+/ ala:dz—i-/ aga:de:ao(b—a)—i-m/ xdx—i—ag/ 2% dz.

Usando as férmula do problema,

b
/f(x)dx:ao(b—a)—i-alb @ + a9

8.5 Conclusao

Desta aula, concluimos que a busca da determinacao da area da regidao sob o gréafico de
uma determinada fun¢do nos leva a formalizacdo do conceito de Integral de Riemann,
um dos conceitos mais importantes da matemética. Tal conceito tem varias propriedades
importantes. No entanto, pelo que vimos até o momento, seu calculo envolve um limite e,
na maioria dos casos, nao é simples.

8.6 Resumo
Vimos nesta aula a drea da regido delimitada pelo grafico de uma func¢ao nao-negativa f,
0 eixo x e as linhas verticais x =a e x = b é dada pelo limite
A= lim [f(z1) + f(22) + ... + f(2n)] Az,
onde x1, xa, ..., T, 30 pontos arbitrarios pertencentes aos n sub-intervalos de [a, b] de com-

(b~ a)

primento Az =



Vimos também que se f uma fun¢ao definida em [a, b] tal que

lim [f(z1)Az + f(x2)Ax + ... + f(x,)Ax]

n—oo

existe para todos as escolhas de pontos x1,xa, ..., x, nos n sub intervalo de [a, b] de igual

(b—a)

n
integral de f de a até b e é denotado por
b

/ f(z)da.

a
tal conceito goza das seguintes propriedades:

comprimento Ax = , entdo a funcao f é dita integravel, o limite acima é chamado

b
P1: / cdr = ¢(b — a), onde ¢ é uma constante;
a

P2: soma de fungoes integraveis é integravel, além disso,

/ (&) + gl de = / ’ fla)de + / ")

P3: produto de constante por fungdo integravel é integravel, além disso,

[ et@s=c [ pwya

P4: diferenga de funcOes integraveis é integra%el, além disso,
b b b
[ 5@ = gz = [ f@yis— [ g(a)ds

c c b
P5: / f(x)dx+/ f(:z:)dx:/ f(x)dz, onde a < ¢ < b;
a b a

b
P6: se f(z) > 0 em [a,b] entao / f(z)dz > 0.

P7: se f(x) > g(z) para todo = em |a, b], entao

/f dx>/ g(z)da;

P8: se m < f(x) < M para todo = em [a, b], entao
b

m.(b—a) < / flx)de < M.(b—a).
8.7 Atividades
Atividade 8.7.1. Estime

1
/ (4 + 32°) da.
0

Atividade 8.7.2. Calcule



2 2
/ (B+z+ —)dz.
0 2
Sugestao: Use a formula fornecida pelo exemplo 8.4.2.

Atividade 8.7.3. Mostre que

onde ¢ > 0. Conclua que

para quais quer sejam a < b reais.

8.8 Proxima aula

Na proxima aula, forneceremos o Teorema Fundamental do Calculo, o qual relacionara os
conceito de integral com a derivada. Essa relacdao reduzira o calculo da integral a busca de

uma determinada func¢do denominada primitiva.
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