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Meta: Obter antiderivadas de fungoes elementares e relacionar os conceito de antiderivada
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9.1 Introducao

Na aula passada, introduzimos a integral de Riemann, cuja definicdo envolve a nocao de
limites e é inviavel na maioria dos casos. Nesta aula, vamos aprender um processo para
calcular a integral de f em [a, b] sem termos que recorrer a defini¢do. Em tal processo, faz-
se util a nocao de antiderivada de uma fungao. Apresentaremos o Teorema Fundamental do
Calculo | box O Teorema Fundamental do Calculo foi demonstrado pela primeira vez por
Isaac Newton (1643-1727) e é talvez o principal teorema do Calculo Diferencial e Integral |.
o qual fornece um elo entre o calculo diferencial e o calculo integral. Esta relagao facilitara
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Figura 1: Foto de Isaac Newton.

bastante o célculo da integral de Riemann. Por exemplo, com a definicdo e propriedades
vistas na aula passada tente obter
4 .
A= / sinxdx.
0

Veremos no exemplo 9.3.2 que, usando o Teorema Fundamental do Calculo, isso é bem
simples.



O Teorema Fundamental do Calculo tornara necessaria uma nova defini¢ao de integral,
a integral indefinida, a qual denotard todas as antiderivadas da func¢do e serd assunto
abordado na préxima aula.

9.2 Antiderivadas

Uma fungio F é uma antiderivada ou primitiva de f em um intervalo I se F'(z) = f(x)
para todo x € 1.

3
Exemplo 9.2.1. A fungdo F(z) = % ¢ uma antiderivada de f(z) = 22, ja que F'(z) =
f ().

25
Exemplo 9.2.2. Mostre que F(z) = = + 10 ¢ uma antiderivada de f(z) = z2.

3
Solu¢ao: Com efeito,

<W@)=(§?+m>::<§>uwuwzx2:f@y

Comparando os exemplos 9.2.1 e 9.1.2 percebemos que a antiderivada de uma funcao
f nao é unicamente determinada. Em geral, se F' ¢ uma antiderivada de f entdo G(z) =
F(z)+ C, onde C é uma constante, também &, ja que

G'(z) = (F(z)+ C) = Fl(z) + (C) = F'(z) = f(x).

O teorema que segue afirma que nenhuma outra funcao, além das fungdes que tém a
forma de G é antiderivada de f (omitiremos a prova).

Teorema. Se G é uma antideriva de uma fungdo f entdo qualquer outra antiderivada
de f tem a forma

onde C é uma constante.

Exemplo 9.2.3. Prove que G(z) = z* é uma antiderivada para f(z) = 42°. Escreva
uma expressao geral para as antiderivadas de f.
Solugio: Como G'(x) = 42® = f(z), temos que G é uma antiderivada de f. Pelo teorema

anterior, qualquer antiderivada de f(x) = 42® tem a forma
F(z)=Gz)+C=2a"+C,

onde C é uma constante.



9.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Nesta secao apresentaremos o Teorema Fundamental do Calculo e aplicagoes, o qual
mostrard uma grande relacao entre a integral de Riemann e antiderivadas.

Teorema Fundamental do Calculo. Se f é continua em [a, b] entao

b
| f@yde = Fo) - Pla)

onde F é qualquer antiderivada de f em [a,b]. Em outros termos, se F é uma fungio
diferenciavel em [a, b] entao

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a).

b
Pelo Teorema Fundamental do Célculo, para calcularmos / f(x)dz é necessério ape-
a

nas conhecermos uma antiderivada F de f . E muito surpreendente que

/abf(x)dx

definida por um processo complicado envolvendo todos os valores de f(z) em [a,b], pode
ser encontrado sabendo-se os valores de F(z) em dois pontos a e b.

Exemplo 9.3.1. Usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtenha

1
/ 22dz.
0
3

Solugao: Note que F(x) = T ¢ uma antiderivada de f(z) = 22, ja que F'(z) = x?; assim,
pelo Teorema Fundamental do Calculo,
o0 1

1
®dr = F(1) = F(0) = — + — = 7 = 0,333...
| atde = P = FO) = 5+ 5 = 5 = 0,33

Compare esse valor com o valor aproximado obtido no exemplo 8.3.1 da aula anterior.
Um comentério importante é que o cilculo acima é bem complexo se usarmos apenas a
definicao de integral de Riemann. Usando o Teorema Fundamental do Célculo, o resultado

fica trivial, j4 que é muito simples obter uma antiderivada de f(z) = x2.

Exemplo 9.3.2. Obtenha a drea sob a curva do seno da origem até %

Solu¢ao: Pelo que vimos na aula anterior, a adrea é dada por

™

A= /4 sinxdx.
0



Como F(x)

—cosz é uma antiderivada de sin z, pelo Teorema Fundamental do Calculo,
T

A= F(4) — F(0) = —Cos(z) — (—cos0)

2 2—4v2
= 1 — £ = \/> - O7 7.
2 2
Exemplo 9.3.3. Calcule
27
Vxde.
0
Solugdo: Note que
4
T3
F(z)=3—
(r) =3
¢ uma antiderivada de ¥/, ja que
4
F'(z) = Z.gxéfl — 25 = NEE
assim,
27 5
3.4 3 a4 3.4 3 3 243
Vrdr = F(27) — F(0) = =273 — .05 = ~(V27)' =3t == = =~
/Oﬁx (27) - F(0) = {278 - S0t = (VAT = {3t = = 2
Exemplo 9.3.4. Calcule

4
1
/ —dx.
2 X
tal do Célculo, que

1
Solugao: Desde que F(z) = In|z| ¢ uma antiderivada de —, segue, do Teorema Fundamen-

4
1 4
/ —dr =In4—In2=In(z)=1In2.
2 X
Exemplo 9.3.5. Calcule

2 2 2
/Zmd:r, /de e /mdaz.
0 0 0
Conclua dai que

b
| @ g(a)ds,
a
em geral, nao é igual a

/ ’ fla)de. / o

ou seja, em geral a integral do produto de duas fungoes nao é igual ao produto das integrais
dessas fungoes.

Solucao: Note que



sdo primitivas de 2z, 2 e x, respectivamente. Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo

2
/ 2wdr =22 - 02 =4
0
2
/ 2dr =2.2-2.0=14
0

2 2 2
dr =2- — 0= = 2.

2 2 2
/ 2xd$:47£8:/ Qdm./ xdz,
0 0 0

segue que, em geral, a integral do produto nao é o produto das integrais.

Desde que

9.4 Conclusao

Do exposto nesta aula, pelo Teorema Fundamental do Calculo, concluimos que no calculo
efetivo da integral de Riemann é curcial conhecermos algumas funcoes especiais que de-
pende do integrando, chamadas de antiderivadas ou primitivas, as quais, por definicao,
tem derivada igual ao integrando.

9.5 Resumo

Nesta aula, aprendemos a obter antiderivadas de funcoes f, isto é, obter funcoes F' tais
que F'(z) = f(x). Vimos também o grande teorema do Céalculo, denominado Teorema
Fundamental do Célculo, que afirma que se f é continua em [a, b] entao

b
/ f(x)ds = F(b) — F(a),

onde F' é qualquer antiderivada de f em [a, b].

Usando o Teorema Fundamental do Calculo aprendemos a calcular integrais de Rie-
mann de varias fungoes.



9.6 Atividades

Atividade 9.6.1. Obtenha uma antiderivada de f(x) = z.

Atividade 9.6.2. Obtenha todos as antiderivadas de f(z) = 222 + .

5
/ 2% + zdx.
1

Atividade 9.6.4. Calcule a inclinagao da reta tangente ao grafico de uma antiderivada
de f(z) = e” naorigem. O que acontece com a inclinagao se escolhemos outra antiderivada?

! 1
/ <a:5 + > dx.
0 X

Atividade 9.6.3. Obtenha

Atividade 9.6.5. Calcule

9.7 Proxima aula

Na préxima aula, veremos a defini¢ao da integral indefinida, a qual fornecerd métodos para
o calculo de integrais de fun¢oes que sao composicoes de fungdes elementares.
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