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10.1 Introducao

Na aula anterior, vimos que o Teorema Fundamental do Calculo fornece um método efi-
ciente para calcular a integral de Riemann de uma funcgao, desde que conhecamos uma
antiderivada da fungdo. Nessa aula, introduziremos a notacao de integral indefinida para
denotar todas as antiderivadas de uma funcao e obtermos regras para obté-las. Essas regras
serdo tuteis, ji que, o conhecimento da integral indefinida é suficiente para calcularmos a
integral de Riemann.

Nesta aula, ndo nos aprofundaremos nos métodos para obtencao da integral indefinida;
assim, caro aluno, sempre que em sua profissao vocé precisar calculd-las, se o assunto
dessa aula nao for suficiente, é necessario efetuar a busca em tabelas de integrais ou usar
Softwares Matematicos, por exemplo, Geogebra, Maple, Mathematica, etc. Apesar dos
softwares ajudarem na resolugdao dos problemas do célculo, é 1util entender bem os con-
ceitos envolvidos. Nao ha bom entendimento de nada do calculo diferencial e integral sem
a pratica.

10.2 A Integral Indefinida

Devido & relagdo dada pelo Teorema Fundamental do Célculo entre as antiderivadas e as
integrais de Riemann, usamos a notagao

/f(x)dx

para denotar a familia das primitivas ou antiderivadas de f; assim, se F' é uma primitiva
de f temos que

/f(a:)dx = F(x) + ¢,

onde ¢ é uma constante.

Exemplo 10.2.1. Podemos escrever

3

9 T

d:7
/x s 3—|—c,

3
<Z+c>':$2.

Uma observagdo importante é que nao podemos confundir, em hipdtese alguma, a
integral definida ( ou integral de Riemann ) com a integral indefinida, ja que

/abf(x)dx

desde que



¢ um numero, enquanto

/ f(z)dz

representa uma familia de funcdes. A conexao entre elas é dada pelo Teorema Fundamental
do Célculo: ,
| t@yis =1 [ st
a

Na continuacao, listaremos uma tabela de integrais indefinidas e propriedades que po-
dem ser testados facilmente derivando o que esté no lado direito da igualdade.

P1: /c.f(x)dac:c/f(x)dx;
P2 [1f(0) +g(elds = [ fla)do+ [ glo)ds
P3: /de = Kz +¢;

xn+1
P4: dr = —1);
[arde= vz -1y
1
P5: /dz:ln|:x|+c;
x
P6: /exdx:ez+c,
x
PT: /afcdm:a—i—q
Ina
P8: /senxdx:—cos:v—i-c;
P9: /coszda::sem:—i-c.

Usaremos agora as propriedades acima para calcular algumas integrais indefinidas.

Exemplo 10.2.2. Encontre

/\/a??’dx.

Solugdo: Note que Va3 = x%; assim, usando P4 temos que

Exemplo 10.2.3. Obtenha

Solugdo:Por P3

Usando P4




Exemplo 10.2.4. Usando as propriedades da integral indefinida listados anteriormente,
obtenha

I= /(33:4 + bas — 2$%3)d$.

Solug¢ao: Usando duas vezes P2, obtemos

I:/3x4d:v+/5:ngd:z—|—/—2x_23dz.

Por P3
I:3/x4dx+5/x§dx—2/m23dx.
Usando P4
xP x%‘H x_73+1 3 25 s 1
I=3"+5. -2 =S54+ s 422 +c
5—1— %+1 _73+1+c 5x+8m5+ T2 +c

Apesar que, usando as propriedades listadas anteriormente ja conseguimos calcular muitas
integrais, precisamos ainda de algumas técnicas de integracao. Note que com o que temos
até o momento nao conseguimos calcular

/x.cos(x2)dx.

Na proxima secao, forneceremos um método que ajudara no calculo da integral anterior.
Trata-se do método da substituicao.

10.3 O Método da Integracao por Substituigao

Nesta se¢ao, introduziremos um método de integracao chamado método da substituicao.
Quando wusado com as regras de integracao fornecidas fornecidas na se¢do anterior, o
método é uma ferramenta poderosa para a integracao de ampla classe de fungoes. Vejamos
como funciona esse método.

Considere a integral indefinida:

I= /(295 +3)1%¢z.

Com o que vimos na se¢ao anterior, seriamos levados a expandir (2z + 3)10 e, em seguida,
integrar o integrando resultante termo a termo. Isso é invidvel, jA que terfamos muita
conta. Vejamos como o célculo fica simples usando o método da substitui¢dao. Inicialmente
fazemos a mudanca de varidvel u = 2z + 3 com diferencial du = d(2x + 3) = 2dz. Se
substituirmos na integral I obtemos

du 1 1 t0+1 1
I = 10_/ 10d _ :711 )
/“ 5 o) TR T Tt T




Portanto, substituindo u por 2z + 3 resulta

1
I=_—(2 e
22(a:+3) +c

Vejamos agora ,alguns exemplos resolvidos usando o método da substituicao.

Exemplo 10.3.1. Calcule
/3$(x2 —5)dz.

Solugio: Facamos u = 22 — 5, o que implica em du = 2xdz; assim,

du 3 3u? 3
1/3(37 5)xdz /3u2 2/udu 22+c 1 +c.

Levando em conta u = 22 — 5, temos que

I:Z( 2—5)2+c.

Exemplo 10.3.2. Obtenha
I:/x.cos(xz)dx.

Solugio: Facamos u = z2; donde, du = 2zdz. Substituindo na integral obtemos
d 1 1
I= /cosu; = 2/cosudu = isenu—i-c.

Substituindo u por z? obtemos

1
I= §sen(x2) +c.

Exemplo 10.3.3. Calcule

I = /x2\/3x3+2dﬁc.

Solugdo: Fazendo u = 323 + 2, temos que

du = 622 dz,

donde p
22dr = —u.

6

Usando P4

e substituindo u por 3z2 4 2, obtemos

1
I=5v@2+2) +e



10.4 Integracao por Partes

Sabemos que para o produto u(x).v(x) vale a seguinte regra de derivagao:
(u(z)v(z)) = u'(x).v(x) + u(z).v'"(x);
assim, segue que, a menos de constante,

/ (u(z).0(z)) dz = / (u'(2)0(z) + u(z)0'(z))da.

Desde que uma primitiva de (u(z).v(z))' é u(z).v(z), usando o fato de que a integral
indefinida da soma é a soma das integrais, obtemos

w(z)v(z) = / ' (z)v(z)ds + / w(z) ' (z)de

ou

Essa propriedade dé& origem a uma importante ferramenta para o calculo de integrais
indefinidas. Vejamos, por exemplos, como funciona esse método, denominado Método da
Integracao por Partes.

Exemplo 10.4.1. Calcule

/x.cosxdx.

Solugao: Faca u(x) =z e v'(x) = cosxdz. Pela formula da integracao por partes,

/ v.coswd — / w(@) ' (@) dz = u(@)o(z) — / o(@) ! () .

como v'(x) = cosz temos que, a menos de constante, v(x) = —senz. De u(z) = x temos
que u'(x) = 1; assim,

/x.cosxdx = z.(—senz) — / —senzdy = —x.senx — cosx + c.

/w.e’”dﬁc.

Solugio: Fazendo u(x) = z e v'(xz) = €%, temos que u'(z) = 1 e v(z) = € a menos de
constante; assim:

/ z.e"dy = / w(z) ' (z)de = u(z)v(z) — / v(z)a' () de =

Exemplo 10.4.2. Calcule

z.e’ — /em.ldx =z’ —e"+c=e"(x—1)+c.



10.5 Conclusao

Desta aula, concluimos que no calculo de integrais, a integral indefinida de uma funcao, a
qual representa o conjunto de todas as antiderivadas desta fun¢ao, possui propriedades que
facilitarao seu célculo. O conhecimento da integral indefinida, pelo Teorema Fundamental
do Calculo, é suficiente para conhecermos suas integrais definidas.

10.6 Resumo

Vimos nesta aula que a notacao

/f(x)dw

é usada para denotar a familia das primitivas ou antiderivadas da fun¢do f e é denominada
integral indefinida de f e goza das seguintes propriedades:

P1: /c.f(x)dac—c/f(x)dx;
P2 [1f(@) +g(e)is = [ o+ [ glo)ds
P3: /de:KaH—c;

l.n—&—l
. n — _ .
P4: a;d:z;—n+1+c,(n7é 1);
1
P5: [ —dz =Inl|z|+ ¢
x

Po6:

e*dr = e* + ¢
x

a®dr = a——l—c;
Ina

senxdr = —cosx + ¢;

P7:
P8:

P9: cos xdr = senx + c.

—

Vimos também dois métodos tteis na obtencao da integral indefinida de uma funcao,
sao eles, o Método da Substituicao e o Método da Integracao por Partes. O primeiro
consiste em obter uma funcao apropriada que simplifique o integrando,enquanto o segundo
é baseado na formula

a qual é conseqiiéncia da Regra de derivacao do produto e do Teorema Fundamental do
Calculo.



10.7 Atividades

Atividade 10.7.1 Usando o método da substituicao, obtenha

1
dz.
/m+2x

Atividade 10.7.2. Usando o método da mudanga de varidveis, obtenha

2
/wdz
x3 + 10

Sugestao: Faca u =z + 2.

Sugestdo: Faca u = 23 + 10.

Atividade 10.7.3 Calcule

/x.senxd:r.

Sugestao: Aplique o método da integracao por partes fazendo u(x) = x e v'(x) = senz.
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