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Inducao e Recorréncia

META
e Introduzir o principio de inducao e funcoes
definidas de forma recursiva.
OBJETIVOS

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

e Demonstrar, pelo principio da indugao,
afirmacoes matematicas envolvendo os

nimeros naturais;

e Identificar fungoes definidas recursiva-

mente;

e Resolver fungoes recursivas.




Inducao e Recorréncia

1.1 Introducao

Caro aluno, bem vindo & nossa aula inaugural do curso de matemé-
tica discreta. Inicialmente estudaremos o principio da indugao,
uma ferramenta matematica eficiente quando se deseja fazer de-
monstragoes envolvendo o conjunto dos ntmeros naturais. Uma
associagdo que podemos fazer com este principio é o da figura que
ilustra esta aula: uma fileira de dominés. Se um domind cair,
derrubard o domind que estd & sua frente, e este o préximo, e
assim sucessivamente. Entao, derrubando-se o primeiro domind,
derrubaremos todos os domindés que estao enfileirados. Em seguida,
passaremos ao estudo das relagoes de recorréncia, inclusive das ve-
lhas conhecidas progressoes aritmética e geométrica. Para finalizar
a aula, aprenderemos a resolver relagoes de recorréncia lineares

homogéneas com coeficientes constantes.

1.2 O Principio da Inducao

Considere X C N. O principio da inducao diz que se:

(1) 1e X,
2 neX=n+leX

Entao X = N.
Este principio é um eficiente instrumento para demonstragao de
fatos referentes aos ntimeros naturais. Entendé-lo é praticamente o

mesmo que entender os ntimeros naturais. Vejamos uns exemplos:

Exemplo 1.1 (Soma dos n primeiros naturais). Prove que a soma
o . 1

dos n primeiros naturais é %

Solucao: Seja X = {n eN/14+---+n= "(nTH)} Entao:
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(1) 1= %, o que implica em 1 € X;
(2) Supondo que k € X, segue que

14t k+(k+1) = 1+ +k) +(k+1)

BT

= (k+1) (§+1>

(k+1)(k+2)
2

Portanto £ +1 € X.

Logo, pelo principio da indugao, X = N. |

Exemplo 1.2 (A soma dos n primeiros impares). Prove que a

soma dos n primeiros impares é n?.

Solugao: A soma dos n primeiros impares pode ser escrita como
14+---4+(2n—1). Desejamos mostrar entao que 1+---+(2n—1) =

n?. De fato,
(1) Paran =1,1=12. E a férmula é valida para n = 1;
(2) Suponha que 1+ ---+ (2k — 1) = k2. Entdo

14+ +2k—1)+2k+1) = 14+ +2k—1))+2k+1)
= K+2%+1

= (k+1)%
isto é, a férmula é valida para n = k + 1.

Portanto, pelo principio da inducéo, a formula é vilidade para todo

n € N. |
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Exemplo 1.3 (Soma de fragoes). Mostre que

n

Yo
izli(i—i—l)_n—l—l

Solugao: Pelo principio da inducao, desde que:

(1) Paran =1, ﬁ = %, logo a féormula ¢é valida para n = 1;

(2) Supondo vélida para n = k temos:

- B 1 1
;WH) - lz(i+1)+(k:+1)(k:+2)
K 1
1T R Dk

k
< +1> <k+k+2)
1 B+ 2k+1
- <k+1>< k+2 )
1
(+
k+1
k+2

) (55%)

Entao vale paran =k + 1;
segue que a formula é valida para todo n € N. <
Exemplo 1.4 (Divisibilidade por 3). Mostre que a proposigao
P(n) : 2% — 1 ¢ divisivel por 3

é verdadeira para todo n € N.

Solucao: Com efeito,
(1) Paran =1, P(1) : 3 & divisivel por 3 é verdade;

(2) Suponha que a proposicao P(k) seja verdade, isto ¢, que para

22k’

algum m € N, — 1 = 3m. Entao a proposigao P(k + 1)
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¢ 22k+2 _ 1 ¢ divisivel por 3. Mostremos que ela é verdade.

Note que podemos escrever

22k+2 -1 = 22‘2214 -1

= 4.2%

= (32% 41.2%%) 1
= 3.22k 4 (2% 1)
= 3.2% 1 3m

= 3(2% +m)
Mostrando que 2272 — 1 & divisivel por 3.

Assim, pelo principio da indugao, segue que P(n) é valida para

todo n € N. |

1.2.1 Segundo Principio da Inducao

Em algumas situagoes, ao tentarmos fazer uma demonstracao por
inducao, na passagem de n para n + 1, sentimos necessidade de
admitir que a proposicao valha nao apenas para n e sim para todos
os numeros naturais menores ou iguais a n. Com esse intuito,

apresentamos o Segundo Principio da Indugao.

Teorema 1.1 (Segundo Principio da Indugao). Seja X C N um

conjunto com a sequinte propriedade:

e Dado n € N, se todos os naturais menores do que n per-

tencem a X, entaon € X.
Entao X = N.

Demonstragao: (Por absurdo) Com efeito, suponha por absurdo

que X # N, isto ¢, N — X # (). Seja m o menor elemento do

11,
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conjunto N— X, ou seja, o menor ntimero natural n tal que n ¢ X.
Isto quer dizer que todos os niimeros naturais menores do que n
pertencem a X. Mas entao, pela propriedade que o conjunto X
possui, segue que n € X, uma contradigao (pois nao pode ocorrer

re€Xexd¢gX). Portanto, N— X =0 e X =N. O

Exemplo 1.5 (Decomposi¢ao de um poligono). Qualquer que seja
a maneira de decompor um poligono P, de n lados, em tridngulos
justapostos por meio de diagonais internas que nao se intersectam,
o ntimero de diagonais utilizadas é sempre n — 3.

Solugao: Com efeito, dado n, suponhamos que a proposi¢ao acima
seja verdadeira para todo poligono com menos de n lados. Seja
entao dada uma decomposicao do poligono P, de n lados, em
tridngulos justapostos, mediante diagonais internas. Fixemos uma
dessas diagonais. Ela decompée P como reuniao de dois poligonos
justapostos P;, de n; lados, e P», de no lados, onde n; < n e
ng < n, logo a proposigao vale para os poligonos P; e P». Observe
que o lado comum aos poligonos P; e P, é uma diagonal interna
fixa do poligono P, entdo ni + ne = n + 2. As d diagonais que
efetuam a decomposicao de P se agrupam assim: n; — 3 delas de-
compoem Pj, no — 3 decompoem P» e uma foi usada para separar

P; de P,. Portanto
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1.3 Relacoes de Recorréncia

Uma fungao é dita recorrente se a definigao da fungao se referir a
propria funcao. Para que a fungao recorrente esteja bem definida,
isto é, a fim de sua defini¢do nédo ser circular, é preciso que satisfaca

as seguintes propriedades:

1. Existem argumentos, ditos valores base, nos quais a funcao

nao se refere a ela mesma;

2. Cada vez que a fungao se referir a si prépria, o argumento

da funcao se aproxima de um valor base.

Exemplo 1.6. Defina:

,sen =20
(Fatorial) n! =
nn—1)! ,seneN

n ,sen=0oun=1

(Fibonacci) F,, =
F,o+F,1 ,seneN-({1}

n+1 ,sem =20
(Ackermann) A(n,m) =4 A(m —1,1) ,sem#0en=0
A(m—-1,A(m,n—1)) ,sen,méeN
<
Seré possivel escrever tais fungoes sem ser de forma recorrente?
Passaremos agora a discutir certos tipos de sequéncias {a, } recor-
rentes e suas solugoes.
Exemplo 1.7 (Progressdo Aritmética). Obter a soluc¢ao geral da

progressao aritmética, uma sequéncia recorrente definida por:

a ,sen =20
an =
Gn—1+71r ,senéeN

13
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Solugao: Notamos que a9 = a,a; = a+7,..., em geral, a, =

a + nr. Provando pelo principio de indugdo temos:
1. Paran =0,a9g = a = a + Or. Entao é verdade para n = 0;

2. Supondo valido para n = k, como ap+1 = ai + r segue que
ar+1 = (@ +kr)+r = a+ (k+ 1)r. Logo é verdade para
n==k+1.

Portanto, pelo principio de inducao, a, = a + nr é solucao da

relacao de recorréncia. <

Exemplo 1.8 (Progressao Geométrica). Obter a solucao geral da

progressao geométrica, uma sequéncia recorrente definida por:

a ,sen=2>0
Ap =
Gp—17 ,sen €N

Solugao: E facil observar que ag = a,a; = ar,..., em geral,

an = ar™. Provemos por inducao:
1. Paran =0,a9 = a = ar’. Entao é verdade para n = 0;

2. Supondo valido para n = k, como ax+1 = apr segue que

apy1 = (ar®)r = ark*1. Logo é verdade para n =k + 1.

Portanto, pelo principio de indugao, a,, = ar™ é solugao da relagao

de recorréncia. |

1.3.1 Lineares com Coeficientes Constantes

Uma relagao de recorréncia de ordem k é uma sequéncia da forma

anp = ¢(an717 sy an—k’an)a
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isto é, o n-ésimo termo a, da sequéncia é func¢ao dos k termos
precedentes (e de n, possivelmente). Em particular, uma relagao de
recorréncia de ordem k com coeficientes constantes é uma relagao

de recorréncia da forma
ap = Clan—l +---+ Ckanfk + f<n>7

onde C1, ..., Cj sdo constantes com Cy, # 0 e f(n) é uma funcao de
n. Dizemos que ela € linear porque nao existem poténcias ou produ-

tos dos termos a; E possui coeficientes constantes pois Cf, ..., Cy

sao constantes, isto é, nao dependem de n. Se f(n) = 0, a relagao
é dita homogénea.

Se conhecermos os valores de a,_1,...,a,_r podemos obter
solucgdo tnica de a,,. Consequentemente, pelo principio da inducao,
existe uma tUnica sequéncia satisfazendo a relagao de recorréncia
se sao dados os valores iniciais para os primeiros k elementos da

sequéncia.

Exemplo 1.9 (Algumas Relagoes de Recorréncia). Classifique as

relacoes de recorréncia abaixo:
(a) ap = ba,_1 — 4a,_ o +n?;
(b) an = 2a,_1an_2 + n?;
(0 n = 11 + 300
(d) an = 2ap-1 + 5ap—2 — 6ay_3;

Solugao: A relagao de recorréncia (a) é de segunda ordem com
coeficientes constantes ndo-homogénea. Ja (b) possui o produto
Qn_1Gn_9 que a torna nao-linear. Por sua vez, o coeficiente que

multiplica o termo a,—1 em (c) ndo é constante. Por fim, (d) é
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uma relagdo de recorréncia linear homogénea de terceira ordem

com coeficientes constantes. |

A partir de agora investigaremos as solugoes de relagoes de
recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes. Con-
sidere uma relagao de recorréncia homogénea de segunda ordem

com coeficientes constantes com a forma
Qp = Sap—1 + tan—2,

com s,t constantes e t # 0. Associamos o polinémio A(z) =

22 — sz —t a relacdo de recorréncia acima. O polinémio A(z) é

dito polinémio caracteristico da relagao de recorréncia e suas raizes

sao ditas raizes caracteristicas.

2 _sr—t

Teorema 1.2. Se o polindmio caracteristico A(x) = x
da relagdo a, — sap_1—tan,_o = 0 tem raizes distintas r1,rs, entao

a solugao geral da relacao de recorréncia é
ap = cry + cory,

onde c1, cy sao constantes arbitrdrias que sao unicamente determi-

nados pelas condicdes iniciais.

Demonstragao: Seja a, = z" solugdo da relacao de recorréncia

Ay — SQp—1 — ta,—9 = 0. entao

2 — sz — a2 = 0

2"t — sz —t) = 0

2" 2A(z) = 0

Sendo 71,7y raizes distintas do polindémio caracteristico A(z) e

considerando z"~2 # 0 segue que a, = r} e a, = r} sdo solugoes
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da relacao de recorréncia. Na verdade, qualquer combinagao linear

de suas solugoes é solucao da relagao, isto é,
ap, = 11y + cary

é solucao da relacao de recorréncia. O

Exemplo 1.10 (Solugdo de uma relagao de recorréncia). Con-

sidere a relacao de recorréncia
ap = 20p—1 + 3ap_2,

com condigoes iniciais ag = 1, a1 = 2. Determine sua solugao.
Solugao: A solucdo geral é obtida pela determinacado das raizes

do polinémio caracteristico
Alx)=2*-22-3=(z—3)(z+1)

Portanto, a,, = ¢1(3)"+ca(—1)". Pelas condigoes iniciais, devemos

ter ainda

ci1+cp = 1

301—02 = 2

A solugao do sistema é ¢; = % ecy = i. Logo, a solucao da relagao

de recorréncia é
3n+1 + (_1)n
n ="y
<

Exemplo 1.11 (Solugao de Fibonacci). Obter a solugao da relagao
de Fibonacci F}, = F,,_1 + F},_o, com Fy =0, F; = 1.
Solucao: O polinémio caracteristico da relagao de Fibonacci é

A(x) = z?> — x — 1 cujas raizes sdo 1+T\/5’1—72\/5 Logo a, =
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n n
c1 (H‘/g) + ¢ (1*2‘/5) . Pelas condigoes iniciais, segue que

2
ci1+ec = 0
1+v5 1-+/5
Cc1 + co =1
2 2
A solucao do sistema é ¢; = \}g e cy = 7 Portanto,

a\

v () s (57

Teorema 1.3. Se o polinémio caracteristico A(z) = x

<

2_sx—tda

relacdo de recorréncia a,, = san_1+ta,_o tem apenas uma raiz ro,
entao a solugao da relagao de recorréncia € a,, = ciry+canry, onde
c1, o sGo constantes arbitrdrias, que sdo unicamente determinadas

a partir das condi¢oes iniciais.

Exemplo 1.12 (Polindmio caracteristico com apenas uma raiz).
Encontrar a solugao da relacao de recorréncia a,, = 6a,—1 + 9a,_2
cujas condigoes iniciais sao a; = 3, ag = 27.

Solugao: O polindmio caracteristico ¢ A(z) = 22 — 6z + 9 =
(x — 3)2. Logo, a, = c1(3)" + con(3)". Pelas condigdes iniciais,
temos as duas igualdades: 3c; + 3co = 3 e 9¢; + 18cy = 27. Cuja
solugao é c; = —1, ca = 2. Logo, a solugao da relagao de recorréncia

¢ an = (—1)3" + 2n3" = (2n — 1)3". <

1.4 Conclusao

Na aula de hoje, apresentamos o principio da indugao, um instru-
mento eficiente para demonstragoes envolvendo niimeros naturais.

Vimos ainda o que é uma relagdo de recorréncia e como obter
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a solucao de relagoes de recorréncia homogéneas com coeficientes

lineares constantes.

RESUMO

O principio da indugao diz que: se uma afirmagao A(n) é valida
para n = 1 e sempre que A(k) for valida pudermos concluir a
validade de A(k 4 1), entao A(n) é valida para todo n € N.

Uma segunda forma do principio da indugao diz que se X C N
é um conjunto com a propriedade de, dado um n € N, possuir
todos os naturais menores do que n, implicar em n € X. Entao
X =N.

Uma fungdo é recorrente se a definicao dela se referir a ela
mesma. Para que sua definigdo nao seja circular devemos ter:(1)
valores bases nos quais a fun¢ao nao se refere a si mesma; (2) cada
vez que a funcao se referir a si propria, o argumento da funcao se
aproxima de um valor base.

Se r1, 19 s@o raizes distintas do polinémio caracteristico A(z) =
z? — sz — t da relacdo de recorréncia a, — San_1 — tan—s = 0,
entao sua solugao ¢ a, = cir] + cory, onde cq,cy sao constantes
unicamente determinadas pelas condigdes iniciais. Se A(x) = 22 —
sx —t possui nica raiz real ro, entao a,, = c17qg +conr{ ¢ a solugao

com c1, ¢y obtidas como antes.
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PROXIMA AULA

Na proxima aula, estudaremos os principios da contagem. Para
acompanhé-la bem, é recomendado que vocé domine o principio
da indugao. Caso ainda nao se sinta seguro, volte e faga uma
nova leitura da secdo 1.2. Aproveite e tente resolver as atividades

referentes a este principio selecionadas a seguir.

h ATIVIDADES

ATIVIDADE 1.1. Prove, por indugao, que

1)(2n + 1
12492 4. g2 MOE )6( ntl)

ATIVIDADE 1.2. Prove, por indugao, a desigualdade de Bernoulli:
(I14+a)" > 1+ na quandol 4+ a > 0.

ATIVIDADE 1.3. Demonstre que

PN U S S SR SRS S S O
2 3 4 199 200 101 = 102 200°

1 2
2 4
ATIVIDADE 1.5. Sao dados trés suportes A, B e C. No suporte

ATIVIDADE 1.4. Determine A™ se A =

A estdo encaixados n discos cujos didmetros, de baixo para cima,
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estao em ordem estritamente decrescente. Mostre que é possivel,
com 2n — 1 movimentos, transferir todos os discos para o suporte
B, usando o suporte C' como auxiliar, de modo que jamais, durante

a operacao, um disco maior fique sobre um disco menor.

ATIVIDADE 1.6. Considere n retas em um plano. Mostre que
o "mapa"determinado por elas pode ser colorido com apenas duas

cores sem que duas regioes vizinhas tenham a mesma cor.

ATIVIDADE 1.7. Defina, por recorréncia, uma fungao f : N —
N estipulando que f(1) = 3 e f(n+ 1) = 5f(n) + 1. Dé uma

formula explicita para f(n).
ATIVIDADE 1.8. Demonstre o teorema (1.3).

ATIVIDADE 1.9. Ache o polinémio caracteristico A(z) e a

solucao geral de cada relagao de recorréncia:
1. a, = 3a,-1 + 10a,_2
2. QAp — 5an_1 - 6an_2

ATIVIDADE 1.10. Dadas as condigOes iniciais a seguir, ache a

solugao tnica de cada relagao de recorréncia da atividade anterior:
1. apg = 5, al = 11
2. ag = 2, a] = —8

ATIVIDADE 1.11. Determine a solugao tnica das seguintes re-

lacoes de recorréncia:
1. ag =5,a1 =11,a0 = 25,a, = 1la,_1 — 39a,_o + 45a,,_3

2. ap=5,a1 =24,a0 =117, a, = 9a,-1 — 27a,_—9 + 27a,_3

21,
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