Expansoes

META
e Apresentar a expansao binomial e multi-

nomial.
OBJETIVOS

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

e [dentificar e utilizar algumas propriedades

dos coeficientes binomiais;

e Expandir produto de binémios por recor-

réncia e combinatorialmente;
e Expandir produto multinomial;

PRE-REQUISITOS

e Principio da indugao e relagao de recorrén-

cia (aula 1);

e Combinagao simples e permutacdo com

repetigao (aula 3).
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4.1 Introducao

Caro aluno, nesta quarta aula estudaremos expansao binomial e
multinomial. Inicialmente, demonstraremos uma das mais famosas
relacOes entre coeficientes binomiais: a relagao de Stifel, base para
a construcao do tridngulo de Pascal. Em seguida, mostraremos
como fazer a expansao binomial por dois métodos: expansao recor-
rente e expansao de Newton. Enquanto o primeiro utiliza re-
lacao de recorréncia para obter os coeficientes da expansao, o se-
gundo faz uso dos coeficientes binomiais previamente estudados.
Para finalizar, apresentaremos a formula da expansdo multino-
mial de Leibnitz e um procedimento tutil para calcular produto

de polinémios.

4.2 Coeficientes Binomiais

Como vimos na aula anterior, a combinagao de n, p a p, denotado
por Ch, é o ntimero total de diferentes subconjuntos contendo p

elementos cada, tomados de um conjunto contendo n elementos

(p < n). Estes nimeros C}, sdo chamados coeficientes binomais
pelo fato de serem os coeficientes de xP na expansao de (1 + x)",
como veremos na segao seguinte. Ja vimos também, na segao so-
bre combinacoes complementares, que Ch = C;, P. Nesta secao
apresentaremos algumas propriedades dos coeficientes binomiais.
Proposigao 4.1 (Relagio de Stifel). Ch = C’,’;j +CP_,
Demonstracao: Seja a um dosn elementos do conjunto A. Quan-
do tomamos um subconjunto arbitrdrio na tabela que contém todos
0s Ch subconjuntos contendo exatamente p elementos existem ape-

nas duas possibilidades com relagcdo a presenca de a: ou a estd ou
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nao estd presente. Portanto, somando o numero de subconjuntos
. , -1 .

com p elementos e que contém a, ou seja, C*_1, com o nimero

de subconjuntos com p elementos que ndao contém a, isto €, C*_,,

temos CF = C’gj +CP_,. O

A relagao de Stifel d4 uma forma recursiva de construir o trin-
gulo de Pascal. A seguir, demonstraremos uma propriedade que
os coeficientes do tridngulo de Pascal possuem: a soma dos coefi-
cientes que estao na coluna j acima da linha i é o coeficiente da

linha ¢ e coluna j + 1.

Proposigdo 4.2. Cp +C), +---+Cp,, = 5171%1

Demonstragao: Pela relagao de Stifel, cada uma das igualdades

abaizo € verdadeira:

p+1 _ 74 p+1 _ ~p
Cp 1 = Cp+C7 =()

p+1 _ P p+1
Cp+2 - Cp+1 + Cp+1

p+1 _ 4 p+1
Cp+3 - Cp+2 + Cp+2

p+1 _ D p+1
C’p-l-n+1 - Cp+n + Cern

Somando membro a membro estas igualdades e cancelando termos

iguais, temos Cgiiﬂ =Cp+CY 4+ +Cp [

Exemplo 4.1 (Soma dos n primeiros inteiros positivos). Achar

uma féormula para a soma dos n primeiros inteiros positivos.

Observe que 1+2+-+-+n=C}+Cd+---+CL. Aplicando a

proposicao anterior com p =1 e n =n — 1, segue que a soma nos

. . . . oL 1)! 1
n primeiros inteiros positivos vale C’EL 1= (S@jl)?Q, = n(n; ). |
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4.3 Expansao Binomial

4.3.1 Expansdo Recorrente

Suponha que Y A;2" seja a expansao de (az+b)". Se desejamos
obter a expansao Z?:Jrol B;x® de (az + b)" "1, podemos fazer:
n+1 .
Z Biz' = (az+b)"!
=0
= (ax+0b).(az +b)"

= (ax +Db). Z Az
i=0

n

= Z ad;zi T+ Zn: bA;z"

i=0 i=0
n—1 n
= (aAna:"'H + Z aAi:Bi+1> + (Z bA;x" + bA())
=0 =1

= adna"™ +) (adi_1 +bA;)a + bA,,
=1

onde na peniltima linha explicitamos ¢ = n na primeira soma e

1 = 0 na segunda; e para obter a ultima igualdade, reescrevemos
n—1 il n . i
Yoy aAx' ™ como Y ad;_x’.

Pela igualdade entre polinémios, obtemos as seguintes igual-

dades:

By = bA(],
Bn+1 = CLAn,
B, = CLAi—l + bAZ,Z e Jy
A partir desse método de expansao, conseguimos fazer a expan-

sao de binémios com certa rapidez. Veja os exemplos seguintes, que

mostra um esquema que pode ser seguido:

Exemplo 4.2 (Poténcia de binémio). Expandir (2z + 5)%.
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Solucao:
albl| 0 1 2 3 4
215] 5 2
2151 25 20 4
215|125 150 60 8
215|625 1000 600 160 16
Logo, (2 + 5)* = 625 + 1000z + 60022 + 16023 + 162, <

O exemplo a seguir mostra que a expansao recorrente pode ser

usada também para expandir o produto de bindémios.

Exemplo 4.3 (Produto de binémios distintos). Expandir (2z +
5)(3x +4)(4z + 2)(2x — 1).

Solucao:
alb| 0 1 2 3 4
25| 5 2
31420 23 6
42|40 126 104 24
21-1]-40 -46 148 184 48

Logo, (2z + 5)(3z + 4)(4z + 2)(2z — 1) = —40 — 462 + 14822 +
18473 4 48z%. <

Outra aplicagao é a determinagao de um polinémio com raizes

fixadas, como no préximo exemplo.

Exemplo 4.4 (Polindémio). Seja P(z) um polindmio com raizes
2,-4,7, sendo que -4 é de multiplicidade 2.
Solugao: Podemos escrever P(x) = (x — 2)(x + 4)%(x — 7) entdo,

como no exemplo anterior
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alb| 0 1 2 3 4

1]-2| -2 1

114 -8 2 1

114 1(-32 0 6 1
1]-71224 -32 -42 -1 1

Assim, P(z) = 224 — 327 — 4222 — 23 + 2. <

4.3.2 Expansao de Newton

As expansdes de (a + b)? e (a + b)* conhecidas como produtos
notaveis sao generalizadas para a expansao de (a+ b)"™. Vejamos o
que acontece nos casos simples para utilizarmos raciocinio analogo

para a generalizacao. Lembre-se que

(a+0)? = a®+2ab+ b

(a+b)?® = a®+3a%+ 3ab® +b°

Note agora que na expansio de (a + b)? os termos sio do tipo a'b’
com i+ j = 2 enquanto que em (a + b)> os termos também sdo
do tipo a’®’ mas agora com i + j = 3. Em geral, na expansao
de (a + b)™ aparecerao termos do tipo a’¥’ com i + j = n. Como
os fatores a e b podem aparecer em ordens diferentes o mesmo

nimero de vezes ¢ e j, existirao tantos termos a'd’ quantas sao as

n!

permutagoes do conjunto {(a);, (b);}, que sabemos ser o

Teremos portanto na expansao termos do tipo

| ! . n o
,n—_a’bj ou 771. —a" Y = a” Iy
15! (n —j)j! j

Fazendo j variar de 0 a n teremos toda expansao, isto é,
" n

(a+b)" :Z . a" Iy,

j=0 J



Matematica Discreta

denominada Férmula de Expansao Binomial de Newton.

Fagamos a demonstragao da féormula pelo principio de indugao.

(1) Paran =1 a formula ¢ valida, uma vez que

1 - 1—j1j 1
(a+10) :Z a7y = a+ b=a+b
=0 \ J 0 1

(2) Suponha entao a formula vélida para n = k, entao

(a+ b)Y = (a+b)(a+b)F
k+1 N A,
(a+ D) = (a—i—b)z a7y
=0 \ J
k+1 N (k+1)—jpj NEAYS +1
(a+ D) = Z a Y+ Z a" Iy
=0 \ J =0 \ J

k
(a + )+ = k ak+1+z k QD =ipi o
0 =1\ J
k—1
R TS s I
=0 \ J k
b k k
(a+b)Ft = ghlyphtt 37 + ab D=yl
j=1 J Jj—1
k k
Pela relacao de Stiefel, segue que + =
J J—1
k+1
, logo,
J
A A NN
(a+b)k+1 R +bk+1 +Z a( +1)7]b]
=1 J
k+1
(a+b)Ft = Z bl D)=y
=0 J
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Portanto, a férmula é valida paran =k + 1

Pelo principio de indugéo segue que a expansao é valida para todo
n € N.
Vejamos o exemplo 4.2 resolvido agora pela expansao de New-

ton.

Exemplo 4.5 (Poténcia de binémio). Expandir (2z + 5)%.

Solugao:
4 4 4 0 4 4 1
2z +5)1 = (22)(5)° + (2x)4(4) +
0 1
4 2 2 1 3
(22)7(5)" + (22)"(5)" +
2 3
4
(22)°(5)*
4
2z +5)% = 1.162%1 +4.823.5 + 6.42%.25 + 4.22.125 + 1.1.625
2z +5)* = 1621602 + 60022 + 1000z + 625
como obtido no exemplo 4.2. <

4.4 Expansao Multinomial

Na secao anterior, estudamos a expansao do binémio (a + b)".
Nesta, estudaremos a expansao multinomial (aj+- - -+ag)”. Como

antes, se desenvolvermos os produtos obteremos termos do tipo:
k
ai'...ap*, com g T, =n
i=1

Como os termos dessa forma para os mesmos expoentes podem

provir de diversas ordens o nimero deles é dado pelo ntumero de
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permutacoes com elementos repetidos do conjunto {(a1)z,, - - -, (ak)z, }

n!
zil.xg!”

dado por PR(n;x1,...,xx) =

Teremos portanto termos da forma:

|
n! - o
ﬁal .. .ak
z!... !

Fazendo variar os x; de todos modos possiveis obtemos todos

os termos, portanto:

k n |
n! . z
g a; = g ﬁall...akk,
—y X1 Tk
1=

sy, Tt !
denominada Férmula de Expansdo Multinomial de Leibnitz.
Exemplo 4.6 (Expansdo Multinomial). Expandir (a; +ag + as3)*.

Solucao: A férmula de expansao multinomial de Leibnitz diz que

4!
4 E: : T T2 T
(a1 + a2+ a3) x1lzol RECE
r1+To+r3=4 1b2e03e

Para facilitar o trabalho, utilizamos a tabela a seguir:

x1 | T2 | X3 m termos
14010 1 ai
2100410 1 a3
3/0(0] 4 1 a3
4131110 4 4a3as
503101 4 4a3as
6/ 1(3]0 4 4ara3
710 3|1 4 4a3as
8/ 1|03 4 4ara3
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9 |0|1[3] 4 |4aa3
10(2|2]0] 6 | 6a3a3
111202 6 |6a2a’
12/0(2|2] 6 |6ad3a3
132 1]1]12] 12a2azas3
14 (1]2]1]12] 12a1a3a3
151 |1|2]12 | 12a1a2a3

(a1 +az +a3)* = (af +a3+ ad)
+ 4(alag + ataz + aral + asaz + ajal + azal)
6(a?a3 + a?a3 + a3a3)

2 2 2
+ 12(ajagas + aiazas + ajaza3)

<

De uma maneira geral, desejamos obter um método eficiente
para calcular o produto de dois polinémios quaisquer. Sabemos
que se p(z) = YI jaiz’ e glx) = DI biz?, entdo o produto
p(x)q(z) = Z?Zo c;xt, onde os coeficientes ¢; sdao obtidos pelo
produto convolutério ¢; = Eé‘:o ajb;—;. Uma maneira pratica
para fazer esse produto é apresentado abaixo e exemplificado em
seguida.

Sejam p(x) = apz"™ + ap_12"t + -+ a1 +ag e q(z) =
bnx™ + -+ + bz + by. Entao o produto p(x)q(z) pode ser obtido
rapidamente pela tabela abaixo. Colocamos os coeficientes de p(z)
com indices em ordem decrescente na primeira linha e os de ¢(z) na
primeira coluna da tabela, mas com os indices em ordem crescente.
Fazemos o produto linha-coluna da tabela e somamos em diagonal.

Observe que o resultado é o produto convolutério que desejamos.
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Qn, Qp—1 o ap
b() anbo an_lbo N aobo
b1 anbl an,1b1 e a0b1
bm—l anbm—l an—lbm—l <. aObm—l
bm anbm an—1bm, . aobm,
anbm  apbm_ 1+ an_1by ... . . aobo

Exemplo 4.7 (Produto Convolutério). Calcular
(22 + 22 + 1) (z* + 323 + 2 + 2).

Solucao: Colocamos os coeficientes dos polinémio ordenadamente
(inclusive os nulos) uma na primeira linha e outro na primeira
coluna da tabela. Fazemos o produto linha-coluna da tabela e

somamos em diagonal.

1 3 1 0 2

111 3 1 0 2

212 6 2 0 4

171 3 1 0 2
1 5 8 5 3 4 2

Portanto, (2 + 2z + 1)(z* + 32% + 2% 4+ 2) = 20 + 52° + 82* +
523 4 322 + 4z + 2. <

4.5 Conclusao

Nesta aula, aplicamos a nocao de combinacao simples de n ele-
mentos p a p (aula 3) para obtermos a famosa relagao de Stiefel
que torna possivel a construgao do tridngulo de Pascal de maneira
recursiva. Continuamos utilizando a recursividade (aula 1) para

expandir poténcia de binémios e até mesmo produto de binémios.
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Pelo principio da indugao (aula 1), demonstramos a féormula de ex-
pansao binomial de Newton com seus coeficientes binomiais. Por
fim, utilizamos argumentos combinatoriais para obter a formula da

expansao multinomial de Leibnitz.

.E; RESUMO

Pela relagao de Stifel,

Ch=Cri+Cry,

n

obtemos a propriedade
Cl+CP +--+CP . =CF)
D p+1 pt+n p+n+1

Se (azx+b)" = Y"1, Az, entdo os coeficientes By, da expansao

de (ax + b)"! podem ser obtidos recursivamente por:

By = bAy,
BTL+1 = a/A'rLa

B, = aA;_1+0bA;ieJ,
A féormula de Expansao Binomial de Newton é

(a+b)" = Z n a" Iy,

j=0 J

Enquanto que a formula de Expansao Multinomial de Leibnitz

1 T

a; ...a
1 k>
k-

k n

n!
g a; | = g —
i—1 r1:... T

|
Sxzi=n
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PROXIMA AULA

Na proxima aula, estudaremos fungoes geradoras. Como ve-
remos, ela é uma ferramenta poderosa quando se deseja atacar
problemas de combinatéria. Para que sua leitura seja melhor
aproveitada, faga uma revisao do enunciado do principio da inclusao-
exclusao (aula 2). Também é importante que os conceitos de ar-
ranjos, permutagoes e combinagoes (aula 3) estejam bem fixados e
que j& possua certa habilidade para calcular produto de polinémios
(aula 4). Numa pequena parte da aula também sera preciso ter
conhecimentos elementares de calculo: derivagao e integracao de

polinémios.

ATIVIDADES h

ATIVIDADE 4.1. Usando o procedimento de Parker faca as ex-

pansdes de:
1. 3z +4)°
2. (bx +1)°
3. (22 +4)(3x + 1)(4z — 3) (27 — 5)

4. 3z 4+ 1)(2z — 4)(5z + 6)
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ATIVIDADE 4.2. Desenvolva pela féormula do binémio de New-

ton:
L (y—2)°
5
2. (5+%)

ATIVIDADE 4.3. Faga as expansoes usando a formula de Leib-

nitz:
1. (a+b+c)
2. (x —y+22%)°
ATIVIDADE 4.4. Expanda os produtos polinomiais:
1. (2% =223 + 32 — 1)(2? — 32 + 2)
2. (x—1)3(z% — 2 —2)?

ATIVIDADE 4.5. Calcule o coeficiente de 2% em (2 — 3z)'°.

ATIVIDADE 4.6. Qual é o valor de n para que a razao entre o
3° e 0 2° termo da expressao de (a+b)""2 em poténcias crescentes

de a, seja 37“?
ATIVIDADE 4.7. Qual ¢ o valor de (1 —+/5)° — (1 +/5)%?

ATIVIDADE 4.8. Qual é o valor numérico de a* —4a3b+6a2b* —

Ll e = V217

ATIVIDADE 4.9. Se a soma dos coeficientes de (2z +y)" é 729

4ab® + b* sabendo-se que: a =

entdo qual é o valor de n?

ATIVIDADE 4.10. Se os coeficientes do 5°,6° e 7° termos de

(x 4+ y)™ estao em progressao aritmética, qual é o valor de n?
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