Algoritmos

META
e Introduzir e medir eficiéncia de algoritmos.
OBJETIVOS

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
e Criar pequenos algoritmos;
e Medir a eficiéncia de algoritmos simples.

PRE-REQUISITOS

e Relagao de recorréncia (aula 1);
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6.1 Introducao

Prezado aluno, passamos da metade de nosso curso, e nesta aula
estudaremos uma idéia que talvez tenha sido a chave do desenvolvi-
mento do mundo: os algoritmos. Apesar deles terem tido uma ex-
plosao de crescimento com o advento dos computadores, veremos
que os algoritmos foram introduzidos na Europa pelo trabalho de
Al Khwarizmi, um matematico arabe do século IX, que influen-
ciou Fibonacci, matemético italiano do século XV. Neste famoso
trabalho, Al Khwarizmi utilizou o sistema posicional decimal, ja
conhecido na India desde o século VI, que s6 na época de Fibonacci
passou a ser adotado em substituicao aos algarismos romanos. Foi
nesse sistema posicional decimal que surgiram os primeiros algaris-
mos para adigdo, multiplicagao e divis@o de ntimeros. Aprendere-
mos ainda que sempre que temos um algoritmo devemos responder
a trés perguntas: ele é correto? E eficiente? Pode ser melhorado?
Para finalizar, estudaremos a notagao O que medira a eficiéncia de

um algoritmo.

6.2 Livros e Algoritmos

Duas idéias mudaram o mundo. Em 1448 Johann Gutenberg des-
cobriu uma forma de imprimir livros colocando pecas metalicas
moveis juntas. A literatura se expandiu, a Idade das Trevas ter-
minou, o intelecto humano foi liberado, ciéncia e tecnologia tri-
unfaram, a Revolugao Industrial aconteceu. Muitos historiadores
dizem que devemos tudo isso & tipografia. Mas outros insistem que
a chave do desenvolvimento nao foi a tipografia, mas os algoritmos.

Hoje estamos tao acostumados a escrever os ntmeros usando



Matematica Discreta

o sistema decimal que esquecemos que na época de Gutenberg
ele escreveu 1448 em numerais romanos. Mas como os romanos
(ou europeus do século XV) somavam dois nameros? Quanto
é¢ MCDXLVIIT + DCCCXII? Provavelmente s6 conseguiam adi-
cionar e subtrair pequenos nimeros com o auxilio dos dedos; para
coisas mais complicadas tinham que consultar algum especialista

em abacos.

O sistema decimal, inventado na India cerca de 600 D.C., foi
uma revolugdo por razbdes quantitativas: usando apenas 10 sim-
bolos, mesmo nimeros muito grandes podiam ser escritos com-
pactamente e a aritmética podia ser feita eficientemente seguindo
passos elementares. Todavia, estas idéias levaram muito tempo
para se espalhar, por dificultadas como as barreiras tradicionais
do idioma, distancia e ignorancia. O meio de transmissao mais
influente foi um livro texto, escrito em arabe no século IX por um
homem que viveu em Bagda. Al Khwarizmi ensinou os métodos
bésicos para adigao, multiplicagao e divisao de niimeros - e até
mesmo a extragao de raizes quadradas e o calculo de digitos de .
Esses procedimentos eram precisos, claros, mecénicos, eficientes e
corretos - em resumo, eram algoritmos, um termo em homenagem
a este sébio depois que o sistema decimal foi finalmente adotado
na Europa, muitos séculos depois.

Desde entao, esse sistema posicional decimal e seus algoritmos
numeéricos tém sido de importéancia fundamental para as civiliza-
¢oes ocidentais. Eles habilitaram a ciéncia e a tecnologia; acele-
raram a industria e o comércio. E quando, muito depois, o com-
putador foi finalmente criado, ele encorporou explicitamente o sis-

tema posicional em seus bits. Os cientistas de todo mundo ficaram
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ocupados em desenvolver algoritmos cada vez mais complexos para
todo tipo de aplicagdo em problemas e inovagoes que acabaram

mudando o mundo.

6.3 Fibonacci

O trabalho de Al Khwarizmi nao teria conseguido uma posi¢ao
tao segura no ocidente se nao fossem os esforcos de um homem: o
matematico italiano do século XV Leonardo Fibonacci, que viu o
potencial do sistema posicional e trabalhou nele para o desenvolver
e propagar.

Hoje, Fibonacci é mais conhecido devido & sua famosa sequén-

cia de numeros

0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..

que é a soma de seus dois dltimos predecessores imediatos. Mais
formalmente, os nameros de Fibonacci F;, sao gerados por uma

regra simples

Fo o+ F, 1, se n>1
F, = 1, se n=1

0, se n=0

Nenhuma outra sequéncia de niimeros foi tao estudada ou apli-
cada em mais campos: biologia, demografia, artes, arquitetura,
misica, para citar apenas alguns.

Mas qual é o valor preciso de Figg ou Fyp? O proprio Fi-
bonacci queria saber tais coisas. Para responder, precisamos de

um algoritmo para calcular o n-ésimo nimero de Fibonacci.
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fungdo fibl(n)
se n=0: retorne O
se n=1: retorne 1
retorne fibl(n-1)+fibl(n-2)
Sempre que temos um algoritmo, existem trés perguntas que

devem ser feitas:
1. Ele é correto?

2. Ele é eficiente? Isto é, quanto tempo ele leva, como fungao

de n?
3. Podemos fazer melhor?

A resposta a primeira pergunta é sim, desde que esse algoritmo
é precisamente a definigdo de Fibonacci de F,,. Ja a segunda re-
quer um raciocinio mais elaborado. Seja T'(n) o namero de passos
computacionais necessarios para calcular fibl(n); o que podemos
dizer sobre essa funcao? Para iniciar, se n < 1, o procedimento
para quase que imediatamente, depois de no maximo dois passos.
Entao T'(n) < 2 se n < 2. Para valores maiores de n, existem
duas invocagoes recursivas de fib1, levando T'(n — 1) e T'(n — 2)
passos, mais trés passos (célculo de n — 1 e n — 2 e a soma final

fibl(n — 1) + fibl(n — 2)). Entao,
Tn)=Tn—-1)+T(n—2)+ 3, paran > 1

Comparando essa a relagao de recorréncia F), vemos imediata-
mente que T'(n) > F,,. Essa é uma noticia muito ruim: o tempo de
execuc¢ao do algoritmo cresce tao rapidamente quanto os ntmeros
de Fibonacci. T'(n) é exponencial em n, o que significa que o algo-

ritmo é impraticavel para valores grandes de n. Em resumo, nosso
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ingénuo algoritmo recursivo é correto mas incrivelmente ineficiente.
O que nos leva & terceira pergunta: podemos fazer melhor?

Um esquema mais sensivel poderia estocar os resultados inter-
mediarios, Fy, FY, ..., F,_1, assim que eles se tornassem conheci-

dos.

funcdo fib2(n)

se n=0: retorne 0

crie um vetor f[0...n]
f£[0]=0,f[1]=1

para i=2...n f[i]l=f[i-1]+f[i-2]

retorne f[n]

Assim como £ib1, a correcao desse algoritmo é evidente porque
usa diretamente a definicdo de F,. Quanto tempo ele leva? O
loop interno consiste de um passo computacional simples que é
executado n — 1 vezes. Entao o nimero de passos computacionais

usado por fib2 é linear em n.

6.4 Algoritmos Numéricos

Veremos como um algoritmo adequado faz toda diferenca.

Exemplo 6.1 (Avaliagao de Polinémios). Determinar p(5) para o
polinémio p(z) = 223 — 722 + 4z — 15.
Solucao: Faremos a avaliagao por dois algoritmos distintos: método

direto e método de Horner (divisao sintética).

(a) (Método direto) Ao escrever p(x) = 223 — T2% + 42 — 15,

entende-se p(x) = 2.x.x.x — 7.x.x + 4.2 — 15 entao:
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p(5) = 2.555—-755+45—-15 (substituindo x por 5)
p(b) = 250—175+20—15 (ap6s 6 multiplicagoes)
p(5) = 80 (apos 3 adigoes)

Total de operagoes: 9 (6 multiplicagoes e 3 adigdes). Em
geral, para avaliar um polinémio p(x) de grau n pelo método
n(n+1)

direto serao necessarias —5— multiplicagoes e n adigoes.

(b) (Método de Horner) Se reescrevermos p(z) = 223 — 7z +
4x — 15 como p(z) = ((2.2 — 7).z + 4).xz — 15 entao:

p(5) = ((25—-17).5+4).5—15 (substituindo x por 5)

p(b) = (3.5+4).5—-15 (apo6s 1 multiplicagao e 1 adigao)
p(b) = 19.5-15 (apo6s 1 multiplicagao e 1 adigao)
p(b) = 80 (ap6s 1 multiplicagao e 1 adigao)

Total de operagoes: 6 (3 multiplicagoes e 3 adigdes). Em
geral, para avaliar um polindmio p(x) de grau n pelo método
de Horner serao necessarias n multiplicacoes e n adigoes.
Este método é conhecido como divisao sintética, cujo algo-

ritmo esta exemplificado abaixo:

512 -7 4 -15
10 15 95

2 3 19 80

<

Exemplo 6.2 (Maximo Divisor Comum). Sejam a,b € N com b <
a. Determine o maximo divisor comum de a e b, d = M DC/(a,b).
Solucao: Podemos fazer isso de duas maneiras diferentes: pelo

método direto e pelo algoritmo da divisao de Euclides.
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(a)

(Método direto) Testamos todos os ntimeros de 2 até a/2
para acharmos os divisores de a; fazemos o mesmo teste para
acharmos os divisores de b; entdo escolhemos o maior divi-
sor comum. Por exemplo, suponha a = 258,b = 60, entao

denotando D,, o conjunto dos divisores de n temos:

Dass = {1,2,3,6,43,86,129, 258}
Do = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}
Dyss N Dy = {1,2,3,6}(divisores comuns)
MDC(258,60) = 6(maximo divisor comum)

(Algoritmo de Euclides) Dividimos a por b e obtemos o
resto 71 < b; entao dividimos b por r; e obtemos o resto
ro < 7r1; depois dividimos ry por ro e obtemos 13 < T9;
prosseguimos dividindo r,_9 por r,_1 para obtermos o resto
rn < rn_1. Esse processo tem fim quando obtemos o resto
rr, = 0, que sempre ocorre, uma vez que 0 < .-+ < 1, <
Tpe1 < -+ <11 < b < a; ai teremos ry,_; = MDC(a,b).
Vejamos o exemplo a = 258,b = 60. Dividindo 258 por 60,
obtemos resto 18; dividindo 60 por 18, obtemos resto 6; di-
vidindo 18 por 6, obtemos resto 0. Portanto, M DC(258,60) =
6. E comum utilizarmos a tabela seguinte quando aplicamos

o algoritmo de Euclides:
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6.5 Notacao O

Suponha que M é um algoritmo e que n seja o tamanho do dado de
entrada. A complexidade f(n) de M aumenta quando n aumenta.
Normalmente queremos examinar a razao de crescimento de f(n).
Em geral, para isso, comparamos f(n) com fungoes padrao tais
como Inn,n,nlnn,n?,n3, 2"

A maneira pela qual comparamos a fungao complexidade f(n)

com uma das fungoes padrao utiliza a notagao O, definida a seguir.

Definigao 6.1. Sejam f(z), g(x) fungdes arbitrarias definidas em
U C R. Dizemos que f(z) é da ordem de g(z), e denotamos isso

por

se existem um numero real k e uma constante positiva C' tais que:
Vo >k, |f(z)] < Clg(z)]

Exemplo 6.3 (Polinémio). Suponha que P(n) = ag+ain+asn+
-+ a,un™ tem grau m. Prove que P(n) = O(n™).
Solugao: Seja b; = |a;|, para ¢ = 0,1,...,m. Entao, para n > 1,

temos

P(n) = ag +ain+ an® + - + amn™

< bo+bin +bon® + -+ byn™

b b

nm nm—l

< (b0+b1+"'+bm)nm

= Cn™

Portanto, P(n) = O(n™).
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6.6 Conclusao

Nesta aula, vimos que um algoritmo é um procedimento preciso,
claro, mecénico, eficiente e correto. Aprendemos que de posse de
um algoritmo, devemos responder a trés perguntas: ele é correto?
Ele é eficiente? Pode ser melhorado? Para finalizar, introduzimos

a notacao O que compara a complexidade entre algoritmos.

RESUMO

Um algoritmo é um procedimento preciso, claro, mecénico, efi-
ciente e correto.

Sempre que temos um algoritmo, devemos fazer trés perguntas:
1. E correto?

2. E eficiente?

3. Pode ser melhorado?

Para medir a complexidade de um algoritmo, utilizamos a no-
tacao O. Dizemos que f(z) = O(g(z)), se existem um namero real

k e uma constante positiva C' tais que: Vz > k, |f(z)| < Clg(z)].

PROXIMA AULA
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Na préxima aula partiremos a uma segunda etapa deste curso.
Nela, definiremos alguns conceitos elementares da teoria dos grafos
e apresentaremos alguns problemas famosos desta teoria. Preparem-
se para uma prazerosa sequéncia de topicos que vém sendo alvo de

estudo de muitos matemaéaticos.

ATIVIDADES

ATIVIDADE 6.1. Existe uma maneira mais rapida para calcular
o n-ésimo namero de Fibonacci do que por fib2? Uma idéia envolve
matrizes. Iniciamos escrevendo as equagoes Fy = I e Fo = Fy+F)

que em notagao matricial fica:

Fl 0 1 FO
by 1 1 P
Similarmente,
2
Fy 0 1 Iy 0 1 Fy
Fy 11 Fy 11 2}
Em geral,
n
F, 0 1 Fy
F, n+1 11 F 1

Entao, querendo calcular F}, é suficiente calcular a n-ésima potén-

cia da matriz 2 x 2.

1. Mostre que matrizes 2 x 2 podem ser multiplicadas usando-se
4 adigoes e 8 multiplicagoes. Mas se X é uma matriz 2 x 2,

quantas multiplicacOes sao necessarias para calcular X™?
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2. Mostre que a multiplicagao matricial de X™ é da ordem de

O(logn).

ATIVIDADE 6.2. Todo nimero natural n pode ser escrito na

base 2 como segue n = Zf:o 4:2¢, denotamos entdo n = (i, ix_1,...,11,%0).

1. Faca um algoritmo que transforma um ntmero natural em

binario e vice-versa.
2. Faga um algoritmo que adiciona dois niimeros binarios.

ATIVIDADE 6.3. Escreva um algoritmo que dados dois ntimeros
inteiros a,b determina d = mdc(a,b) e dois inteiros x,y tais que

d=uz.a+y.b.

ATIVIDADE 6.4. Escreva um algoritmo que ordena uma lista

com n nameros inteiros.

ATIVIDADE 6.5. Escreva um algoritmo que, dados dois polindmios
p(z) =31 s aix’, q(x) = Y It biz', determina o produto p(z).q(x).
ATIVIDADE 6.6. Em cada umas das situagoes abaixo, indique

se f(n) =0(g(n)), ou g(n) = O(f(n)) ou ambos.

1. f(n) =n —100,g(n) =n — 200
2. f(n) =nlogn,g(n) = 10nlog 10n

3. f(n) =10logn, g(n) = log(n?)
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