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APRESENTACAO

Este livro corresponde a disciplina de Matemitica. E destinado
aos estudantes que, pela primeira vez, estudam matematica envolvendo
a Geometria Analitica, o Cdlculo Diferencial e Integral de Fungdes, de
uma ou varias varidveis. O material foi elaborado visando uma apren-
dizagem auténoma. Aborda temas especialmente selecionados, que se
destinam a auxiliar na compreensdo dos temas expostos € adota uma
linguagem simples e clara, muitas vezes coloquial, o que facilite seu
estudo a distancia.

Por falar em distancia, isso ndo significa que vocé estara sozinho.
Nao esqueca de que sua caminhada nesta disciplina serd acompanhada,
constantemente, pelo Sistema de Acompanhamento do Programa de EaD
do Departamento de Ciéncias da Administra¢ao da Universidade Federal
de Santa Catarina. Nossa equipe terd o maior prazer em atende-lo(a), pois
sua aprendizagem € o nosso principal objetivo.

Escrevemos no total, nove unidades, divididos em quatro partes. A
primeira parte estd destinada ao conhecimento de Geometria Analitica e
Matrizes. A segunda parte esta dedicada ao Célculo Diferencial. A terceira
parte dedica-se ao Célculo Integral. Na ultima parte damos conhecimento
de Célculo para Fungdes de vdrias Variaveis, incluindo Derivada Parcial
e Integral Dupla. Veja a seguir os detalhes por unidade:

Na Unidade 1, abordaremos conceitos de Geometria Analitica. Ini-
cialmente revisaremos os conjuntos numéricos, desigualdades e intervalos.
Apresentaremos o Sistema de Coordenadas Cartesianas, Distancia entre
dois pontos, a Reta, Pardbola, Elipse, Hipérbole e Secoes Conicas.

Vocé estudard na Unidade 2, os tipos de Matrizes, Operagcdes com
matrizes, matriz inversa, matriz escalonada e resolucio de sistemas de
equacoes lineares.

Ja na Unidade 3 serdo abordados: Fungdes e Graficos, Fungdes
Elementares, Exponenciais e Logaritmicas, Fun¢cao Composta e Fun¢des
Trigonométricas e algumas aplicagdes de Funcdes.

Na Unidade 4 vocé sera apresentando aos temas: Seqiiéncias € a



nocao intuitiva de Limite de uma Funcdo. Nesta, vocé trabalhard com
teoremas sobre Limites, Limites Laterais e Fungdes Continuas.

Estudaremos na Unidade 5, um dos principais conceitos do Célculo
Diferencial e Integral, que € o da Derivada de uma Funcdo, sua inter-
pretacdo Geométrica, Calculo de Derivadas, Derivada de uma Funcgdo
Composta (ou regra da cadeia), Derivadas Sucessivas, a Diferencial e
algumas Fun¢Oes Marginais.

Na Unidade 6, apresentaremos algumas aplicacdes da Derivada, tais
como: a Férmula de Taylor, Regra de L'Hospital e Maximos e Minimos
de uma Funcao.

A Unidade 7 trata de uma outra ferramenta de grande importancia
no Célculo Diferencial e Integral, que € o conceito de Integral. Serd abor-
dado o conceito de Integral Indefinida e Definida, suas propriedades e o
Teorema Fundamental do Calculo. Apresentaremos também as técnicas
de integracdo por substituicdo e por partes e integrais indefinidas.

Na Unidade 8, vocé estudard sobre algumas aplicacdes da Integral
Definida, tais como: Calculo de Areas entre duas Curvas, Volume de
Solido de Revolugcao e Comprimento de Arco.

Finalmente, na Unidade 9, apresentaremos algumas nocoes basicas
de Fung¢des de drias Variaveis, Limite e Continuidade de Funcdes de duas

Varidveis, Derivadas Parciais, Mdximos e Minimos, e Integrais Duplas.
Desejamos a todos um bom estudo.

Fernando Guerra e Inder Jeet Taneja



Obijetivos
e Fornecer elementos conceituais sobre matematica
para administradores;

e Enumerar, sucintamente, conceitos de matematica

aplicada ao campo da ciéncia da administracao e
suas principais caracteristicas; e

e Definir, identificar e demonstrar ferramentas ma-

tematicas como apoio em tomadas de decisdes
administrativas.
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LINIDADE

Geometria: Analitica



o (]
Objetivo
Nesta unidade vocé vai recordar e aplicar conceitos sobre conjuntos nu-

meéricos e geometria analitica; e identificar e aplicar equagdes das curvas, tais

como, da pardbola, da circunferéncia, da elipse e da hipérbole.



Médulo 2

s Geometria Analitica —

Numeros Reais

Faremos, nesta unidade,
uma rapida apresentagao
dos nimeros reais e suas

propriedades, mas no sentido
de recordar o que vocé, meu
caro estudante, ja aprendeu

O conjunto N = {1,2,3,...} é denominado con-  no ensino fundamental e no

junto dos nimeros naturais. ensino médio.

Conjuntos Numéricos

¢ Numeros naturais

¢ Numeros inteiros

O conjunto Z = {...,—3, —2,—1,0,1,2,3,...} ¢ denominado conjunto

dos ndmeros inteiros.
¢ Nuameros racionais

Sao todos os nimeros fraciondrios, que t€ém o numerador € o deno-

minador (diferente de zero) pertencentes ao conjunto Z . Simbolicamente

Q={£;p,q€Z e q#O}-
q
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¢ Numeros irracionais

Sao os numeros que ndo sao racionais, mas podem ser “‘encontrados

na reta.” Por exemplo:

V2 =1,41421 .,
T = 3,14159 ...,
e= 2718282 ..

Denotaremos por Q°, o conjunto dos niimeros irracionais.

e Numeros reais

E a unido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos

nimeros irracionais, que serd denotada por R , ou seja, R = Q U Q°. Como

a matematica elementar envolve niimeros reais, devemos estar familiariza-

dos com algumas propriedades fundamentais do sistema de nimeros reais.

Observe, atentamente, cada uma dessas propriedades dadas a seguir:

P1.

P2.

P3.

P4.

PS.

P6.

Fechamento: Se a , b ER, entdo existe um e somente um ndmero real
denotado pora + b, chamado soma de a e b e existe um e somente

um niimero real, denotado por a x b chamado produto de a por b .

Comutatividade: Se a , b €R entio:

a+b=b+a e axb=bxa.

Associatividade: Se a, b, ¢ ER entao:

a+(b+c)=(a+b)+c ¢ ax(bxc)=(axb)xc.

Distributividade: Se a, b, ¢ €R entio:

ax(b+c)y=axb+axc.

Existéncia de elementos neutros: Existem 0 ¢ 1ER tais que:

a+0=a e axl=a,Va€ER.

Existéncia de simétricos: Todo ¢ ER tem um simétrico, denotado
por —a , tal que:
a+(-a)=0.



P7. Existéncia {le inversos: Todoa €ER, a = 0, tem um inverso, de-
notado por—, tal que:
a
ax—=1.
a
Usando as propriedades P6 e P7 podemos definir a subtragdo e a

divisao de nimeros reais.

P8. Subtracido: Sea , b ER, a diferenca entre @ e b, denotada por
a-b, é definida por:
a-b=a+(-b).

P9. Divisao: Se a , b ER eb = 0,0 quociente dea por b € definido por:

E importante observar que sempre que falarmos em nimero, sem

qualquer qualificacdo, entenderemos tratar-se de um nimero real.

A reta real

O uso dos nimeros reais para medi¢do, tais como comprimento,
area, volume, posicdo, tempo e velocidade, se reflete no costume bastan-
te conveniente, de representar esses nimeros graficamente por meio de

pontos numa reta horizontal, chamada reta real.

2 3

Figura 1.1

Observe que essa representacao comega com a escolha de um ponto
arbitrario, denominado origem ou ponto zero, € um outro ponto arbitrario
a sua direita, o ponto 1. A distancia entre esses pontos (distancia unitaria)
serve como escala, por meio da qual é possivel associar pontos da reta
a numeros inteiros positivos ou negativos, como ilustrado na figura 1.1.
Todos os niimeros positivos estdo a direta do Zero, no ““sentido positivo”,

e todos 0s numeros negativos estao a sua esquerda.

Médulo 2
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Desigualdades

A sucessao de pontos na reta real, da esquerda para a direita,
corresponde a uma parte importante da algebra dos nimeros reais, a que
trata das desigualdades.

O significado geométrico da desigualdade a <b (leia-se *“a me-
nor que b ”’) € simplesmente que a estd a esquerda deb ; a desigualdade
equivalente b > a (leia-se *“ b maior que a ”) significa que b esta a direta
dea . Um numero a é positivo ou negativo conforme a >0 oua <0. Se
vocé quer dizer que a € positivo ou igual a zero, escreve-se a =0 e 1&-se
*“ a maior ou igual a zero”. Do mesmo modo, a = b significaque a > b ou
a=>b.Assim, 5=3¢ 5=5 sdo desigualdades verdadeiras.

Assim como o conjunto dos Numeros Reais, as Desigualdades

também apresentam propriedades fundamentais, dadas a seguir.

* Propriedades das desigualdades

Para quaisquer nimeros reais a, b, ¢ e d, valem as propriedades:

Pl. a<b=a+c<b+c, para qualquer real c¢. Por exemplo,
3<5=3+4<5+4.

P2. a<b e c<d=a+c<b+d. Por exemplo, 6<8e 5<7 =
6+5<8+7.

P3. a<b e b<c=a<c.Porexemplo, 5<9e 9<11 =5<11.

P4. a<b e c>0=axc<bxc. Por exemplo, 4<6e 3>0 =
4x3<6x3.

P5. a<b e c<0=axc>bxc. Por exemplo, 4<6e -3<0 =
4x(-3)>6x(-3).

P6. O<a<b e O<c<d=axc<bxd. Por exemplo, 0<4<7e
0<5<8 =4x5<7x8.
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Modulo ou valor absoluto

Dado um niimero real @ , 0 médulo ou valor absoluto € definido por:
a, se a>0
‘ a ‘ =10, sea=0
-a, se a<0

Por exemplo,

i) | 4]=4;

(ii)

3 3.3
_Z‘ =_(_Z)=Z’
(i) |-4| = ~(~4) = 4:
(iV)‘0‘=O;

V)

W | —
W | =

Podemos observar que

(a) para qualquer niimero real a tem-se

‘a‘zO e‘a‘=0©a =0;

(b) ‘—a‘ = ‘a‘pam qualquer reala ;

(c) geometricamente, o valor absoluto de um niimero real a, é

distancia de a até zero;

(d) para qualquer niimero real a tem-se:Na* = ‘ a|,araiz

quadrada de qualquer niimero real, quando existe, é

2
a‘ = a’=(-a).

maior ou igual a zero. Logo,
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* Propriedades do Valor Absoluto

Valem as seguintes propriedades do valor absoluto:

P1. ‘x‘z ase e somente se, x<-aoux=dad;
P2. ‘x‘>aseesomentese, X<-aoux>da;
P3. ‘x‘s aseesomente se, —a<x=a(a>0);
P4. ‘x‘<aseesomentese,—a<x<a, (a > 0);
PS. ‘x X y‘ = ‘x‘ X ‘y‘ para quaisquer x e y € R;
x| _[x]
P6. | — |=7—,paraxe yER, (y=0).
y ‘ y
P7. Para quaisquer x e y&€Rvale a desigualdade triangular:
|x+p]s|x[+]y]
Intervalos

Um conjunto / de ndmeros reais € denominado intervalo quando,

dados a,b €I coma <b, valer a implicagdo a<x<b = x€ I. Os

intervalos podem ser limitados ou ilimitados.

Intervalos limitados

(i) Fechado: [a,b] = {x ER|asxs b}
(ii) Aberto; (a.b)={xER| a<x<b}

(iii) Semi-abertos: (a,b] = {x ER|a<xs b} e

[a,b)={x€R| asx<b}.

Intervalos ilimitados

(i) Fechados: [a,+ 00) = {x ER| x= a} e

(— OO,b]={xE]R| xsb}



Médulo 2

(i1) Abertos: (a,+ 00) = {x ER| x> a} e

(- .b)={xeR| x <b}
(iii) Aberto e fechado: (—o0,+0) = R.
Veja a representacdo de intervalos na reta real:

14 3 -2 -l 0 1 2 3 4 5

y y
t t

~
N

Figura 1.2
(1,2] -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Figura 1.3
[0,400) -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Figura 1.4 A partir de agora voce ird
acompanhar a resolucao de
Resolver uma desigualdade consiste em de- alguns exercicios. Nosso

terminar o conjunto dos nimeros reais que tornam intuito é que vocé compreenda

verdadeira a desigualdade proposta. Para isto, vocé a resolucdo de exercicios sobre

usa as propriedades das desigualdades (e do médulo desigualdades, e potencialize
b

quando este estiver envolvido). seu entendimento para os
exercicios e/ou desafios
Exemplo 1.1 Resolver a deszgualdade‘x + 4‘ <7. propostos posteriormente.

Resolucao: Pela propriedade P3, do médulo, temos:

-7=x+4<7,ouseja,

-7=x+4 e x+4<7
-7-4<x e x<7-4
-1l=<x e x=3.

Portanto, -11 =< x <3o0u ainda[—11,3] .

Exemplo 1.2 Resolver a desigualdade ‘x - 5‘ =8.
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Resolucao: Pela propriedade P1, do médulo, temos

xX-5=<-8 ou x-5=8
xX=<=-8+5 ou x=8+5
x=<-3o0u x=13.

Portanto, x < -3oux =13.
Exemplo 1.3 Resolver a desigualdade‘S - x‘ <9.

Resolucao: Pela propriedade P3, do médulo, temos

-9=<5-x=<9,o0useja,

-9<5-x e 5-x=<9
-9-5<-x e -x=<9-5
-14<-x e -x<4.

Agora, pela propriedade PS5, da desigualdade, vem

l4d=zxoux=<ldex=-4ou-4=<x.
Portanto, —4 < x < 14 ou seja, x E[—4,14] )
Exemplo 1.4 Resolver a desigualdade7 < 5x -3 <17.

Resolucao: Resolvendo simultaneamente, vem:
7<5x-3<170u7+3=<5x-3+3 <17+3
(P1 da desigualdade)

10=5x<20,0useja,2<x<4.

O conjunto solugdo, S, da desigualdade proposta é
S={xeRr| 2sx<4}=[24).

Exemplo 1.5 Determine todos os niimeros reais que satisfazem a equa-

gdo‘ 3x—5‘=4.

Para resolver este exemplo, use os seguintes passos.



Médulo 2

Passo 1: Pela defini¢cao de mddulo vocé tem:

‘3x— 5‘=3x—5 se 3x-5=200u3x=5 ou ng.

. 5
Admita entdo x=— neste passo. Logo, 3x—5‘=4 =

3x = 5=4 que resolvendo tem-se x = 3.

5
Como neste passo x = 3’ x =3 € uma solucao da equacao dada.

Passo 2: Ainda pela definicdo de médulo, vem:

‘3x—5‘=—(3x—5)=—3x+5 se 3x-5<0 0ux<§.

Logo,

1
3x - 5‘ =4 < -3x +5=4 que resolvendo tem-se x = 3

1
Como 3 < g , X = 3 ¢ também, solucdo da equacgdo dada.

1
Portanto, o conjunto solucdo de ‘3x - 5‘ =4¢éS= {5,3} .

Vamos conferir se voc€ esta
acompanhando tudo até aqui!
Para saber, procure, entao,
resolver os exercicios propostos
a seguir, caso tenha duavidas
faca uma releitura cuidadosa
dos conceitos ou resultados
ainda nao bem entendidos.

Exercicios propostos - 1

I)  Determinar todos os nimeros reais que satisfazem as desigualdades

abaixo.
a) ‘x‘ = 3.

b) <2.

5x—l
3

0 [3x -2 <0.
d)[3-x=7.
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2)  Determinar todos os nimeros reais que satisfazem a equacdo:
4x -3 =15.

GLOSSARIO

Geometria anali-
tica, também cha-
mada geometria de O sistema de coordenadas cartesianas
coordenadas é o
estudo da geometria
através dos princi-

pios da dlgebra. Em O sistema de coordenadas cartesianas € constituido de duas retas
geral, é usado o sis- | perpendiculares ao plano. Uma € escolhida como sendo horizontal e a outra
tema de coordena- | como vertical. Essas retas interceptam num ponto 0, chamado de origem.

das cartesianas para
manipular equagdes

para planos, retas,
curvas e circulos, | Pplano pode ser representado de modo tnico no sistema de coordenadas por

A reta horizontal é chamada eixo x, e a reta vertical € chamada eixo y .

Uma escala numérica € colocada ao longo dos eixos x e y. Um ponto no

geralmente em duas um par ordenado ( x,y ), onde x € o primeiro nimero e y € o segundo.
dimensOes, também

R . ylk
em trés ou mais
dimensodes. Fonte:
http://pt.wikipedia.
org/wiki .
Eixoy
0 Eixo x X

Figura 1.5 - O sistema de coordenadas cartesianas.

O primeiro nimero € representado no eixo x e o segundo no eixo
y . No par ordenado (x, y), 0 x € chamado de abscissa ou coordenada x ,
o y é chamado de ordenada ou coordenadade y, x e y conjuntamente

sao chamados de coordenadas do ponto P . Veja os graficos a seguir:



Médulo 2

v

Figura 1.6 - Um par ordenado (x, y).

yu
) A4(3.2)
B (_271) :
-1 |
-3 . : X
E —|2 !1 é X
o] L
C(-3.-2) -2
~4T " D(1,-4)

Figura 1.7 — Virios pontos do plano cartesiano.

Distancia entre dois pontos

Definido um sistema de eixos coordenados, cada ponto do plano esta
associado a um par ordenado. Dados dois pontos (xl A ) e (x2 A ) . Entéo,
a distancia entre esses dois pontos pode ser calculada mediante o uso da
seguinte formula:

A distancia d entre dois pontos P, (xl, yl) e P, (xz, yz) no plano
¢ dada por

d=\/(x2—xl)2+(y2—yl)2 1)
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Veja a figura abaixo:

B(x,, )

R(’xI’.)/l)

v

Figura 1.8
Exemplo 1.6 Encontre a distancia entre os pontos P, (—3,4) eP, (2,—5) .

Resoluc¢ao: Temos
x,=-3,y=4,x,=2ey,=-5.

Pela férmula (1), temos:
d = Jx—%f+ n)
2= () +((-9)-4)
- (o
~J25+81

=+/106

A reta

Ja vimos anteriormente que a reta € o conjunto de pontos que seguem
a mesma dire¢do, ou seja, numa linha conhecida como reta. Veja como
encontrar agora a equacao da reta.

Vamos considerar uma reta que faca um angulo « (radianos) com



0 eixo x (abscissa) e que passa pelo ponto F, (xo, yo). Denotamos por
m = tga, que € conhecida como inclinagdo da reta. Seja | x, y | qualquer ponto

da reta (Figura 1.9). Aplicando, a trigonometria, podemos facilmente obter:

Yo

X—XO

=>y—y0=m(x—x0)

=y =Y, +mx-xy)

:>y=y0+m(x—x0)

=y=mx+(y0—mxo).

Portanto, a equagdo da reta que passa pelo pontos F, (xo , yo) e tem

inclinacdo m ¢é dada por:

P4 y-y,
m=tgo =—="—"",
PA x-x,
ou seja,
y=mx+b, @)

onde m=tga e b=-mx + y, € uma constante.

yu

P (x,)

I Y=y,

P(x,%) A
]

=v

Figura 1.9

Exemplo 1.7 Calcular a equacdo da reta que passa pelo ponto (2,1) e

tem inclinac@om =2 .

Resolucdo: E dado que m =2 ePO(xO, yo) = (2,1). Substituindo

esses valores na equagao (2), obteremos:

Médulo 2
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1=2-2+b=b=-3.
Logo, a equacdo da reta é:

y=2x-3.

Equacao da reta que passa por dois pontos

Sejam P (xl, yl) e Pz(xz, yz) dois pontos de uma reta dada. A

1
seguir obtemos a equacao de uma reta que passa por esses pontos.

ylk
o N P (x, )
vy, — P ) <5
Y=
4o )¢
B (x,)
T >
lo X-x -l

l— XX, d

Figura 1.10
Da figura 1.10, obtemos:
m=tga=2t o 2T 3
X-X,  X,-X

Agora simplificando a expressdo Yoh _ KT , obtemos

X-X  X,-X

(¥, -1)
e IJ(x—xl) @
Xy =X

que representa a equagdo da reta que passa pelos pontos Pl(xl, yl) e
P (x,.7,).
Observacao

(i) Pela expressao (3) podemos observar que:

(v, =)

sz_xl

b



ou seja, podemos sempre obter o valor da inclinagdo ou decli-

vidade através dos pontos dados.

(ii) Sejam m, e m, declividade de duas retas, entdo:
(a) As retas sdo paralelas quandom, = m, .

(b) As retas sdo perpendiculares quandom, -m, = -1.

(iii) A equagdo geral da reta é da forma
ax+by+c=0,
ondea,b e ¢ sdo constantes e a e b sdo ndo nulos. Entre a

e b, pelo menos um dos dois deve ser ndo nulo

(iv) A equacdo de uma reta é uma equagdo linear, reciprocamente,

toda equagdo linear representa uma reta.

Exemplo 1.8 Determine a equagdo da reta que passa pelos pontos (1,2)

e (3, —4) . Encontre também a inclinacdo da reta.

Resolucao: Pela formula (4), temos:

r-2= 55 (v

=>y—2=_76(x—1)
=>y—2=—3(x—1)

= p=-3x+3+2

= y=-3x+5.

A inclinacdo € obtida pela férmula (3), ou seja

Médulo 2
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Angulo entre duas retas

Sejam L, :y=mx+b e L,:y=mx+b, duas retas dadas.

yu

pa “

Figura 1.11

Seja o o angulo formado entre duas retas L, e L,. Entdo,
a=a,-a,
=tga= tg(al—az)

tga ~-tga,

= (pela trigonometria)
l+tga tga,

m —-—m
=>tga= 1 2 s mlm2¢—l. (5)

l+m m,
Logo, o angulo entre duas retas L, e L, € dado por

m —m
me=—1_""2

= , mlmz;:—l.
l+m1m2

Observacio Jd explicamos anteriormente que, quando mm, = -1, entdo

as duas retas sdo perpendiculares.

Exemplo 1.9 Determine o dngulo entre asretas y =2x -3 ey =-3x+4.



Resolugao: Sabemos que m, =2 em, =-3. Logo, o angulo €

dado por:
m —m
m = —1 2
l+m m

Exemplo 1.10 Calcular a equacdo da reta que seja ortogonal (perpen-

dicular) a reta y = -3x + 2 e que passa pelo ponto(2,-4) .

Resolucao: Sabemos que se duas retas sdo perpendiculares entdo

mm,=-1.
E dado que:

1
m1=—3=m2=—;1=m2=—@=m2=

W | =

Aplicando a férmula (2), temos

1
y=mx+b:>y=§x+b'

Como areta y = %x + b passa pelo ponto (2,-4) , entdo:

—4=1(2)+b=>—4—2=b=b=_—14.
3 3 3

Logo, a equagdo da reta €:
1 R 14 =3y=x-14
y 3 3 y .

Distancia de um ponto a uma reta

Dada a reta y=mx+b e o ponto Po(xo,yo) que ndo passa
pela reta. Precisamos encontrar a distancia do ponto Po(xo, yo) a reta

y=mx+b. Veja figura 1.12.

Médulo 2
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P (x,,3,)

y=mx+b

Figura 1.12

A distancia do ponto F, (xo, yo) até areta L, é dada por
Yy —MmX, - b‘

d(Po’L)J N ©)

Exemplo 1.11 Calcular a distancia do ponto P(3, —2) aretay = -4x +1.

Resolucao: Temos quem=-4, x, =3 ey =-2.
Logo,
~2-(-4)3-1] 2e2-1

\/1+(-4)2 iz T

d(P,L)=

Intersecdo entre duas retas

Sejam L, : y=mx+b e L,:y=m,x+b, duasretascom m, = m,.

Vamos supor que estas retas interceptam-se no ponto Q.
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yu
L:y=mx+b,
0
0 X
L:y=mx+b,

Figura 1.13

Para encontrar as coordenadas do ponto Q, simplesmente precisa-

mos resolver as equagoes:
y=mx+b,

y=mx+b,.
Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 1.12 Encontrar os pontos de intersecdo das retas

y=-3x+4
y=2x-1.

Resolucao: Veja o gréfico abaixo:

yl

y=2x-1

=v

y=-3x+4

Figura 1.14
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Resolvendo as equacdes dadas obteremos

3x+4=2x-1
= -5x=-5
=x=1.

Agora,
y=2x-1=y=2(1)-1=y=1.

Logo, o ponto de intersecdo € dado por (1,1).

Exercicios propostos — 2

1)

2)

3)

4)

)

Determine a equagdo da reta usando os seguintes dados:

a) que passa pelo ponto 2,1) e tem inclinagdo de 2.
b) que passa pelo ponto 53, —2) e tem inclinacdo de 3.
) que passa pelos pontos 3,4) e(2,—3) .
d) que passa pelos pontos 5—2,3) e(l,S).

Encontre a distancia entre ponto e reta:

a) y =4x-3; ponto 2,—3).
b) y=2x+5;ponto 4,—2).
¢ y—2x+1=0;ponto(2,4).

Encontre a inclinag@o das seguintes retas:
a) 2y+4x+3=0.
b) 4x-3y+2=0.

Calcule o adngulo entre as duas retas:
a) y=4x+3 e y=3x.
b) y==-2x+1 e y=x+3.

Encontre os pontos de intersecdo das seguintes retas:
a) 2x-3y+1=0 e y=3x+5.
b) 3x-2y-3=0 e 4x-2y+1=0.



Médulo 2

Parabola

Pardbola é o conjunto de todos os pontos de um plano, eqiii-

distantes de um ponto fixo e de uma reta fixa desse plano.

Consideremos uma reta L e um ponto F' ndo pertencente a reta L.
Qualquer ponto P pertencente a pardbola, se e somente se
d(P,F)=d(P,P"),
onde P’ é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta L.
I

Figura 1.15
¢ Elementos da Parabola

Conforme a figura 1.15, temos os seguintes elementos da pardbola:

Foco: € o ponto F.

Diretriz: ¢ areta L.

Eixo: é a reta que passa por F e é perpendicular a L. E ficil ver, pela
propria defini¢do de pardbola, que esta curva € simétrica em
relag@o ao seu eixo.

Vértice: ¢é o ponto V de intersecdo da parabola com o seu eixo.
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Equacao reduzida da parabola

Seja F o foco e L = NM a diretriz da parabola. Tragar FN perpendi-
cular de F sobre a diretriz. Considere FN, o eixo da parabola como sendo
eixo x. Seja V o ponto médio de NF. Como NV = VF, pela definicao V

pertence a pardbola. Considere V como origem e a linha VY perpendicular
a NF como sendo eixo de y.

Figura 1.16

Seja NF =2a,logo VF =ae F = (a, 0), e a equagao de diretriz NM
€x =-a.
Seja P(x,y) um ponto de pardbola. Entao

PM =NK =NV + VK=a+x.
Pela definicao,

MP = PF

= MP* = PF* = FK* + PK*
=(a+x) =(x-a) +(y-0)
=a’+x +2ax=x"+a" -2ax+y’
=y’ = dax

Logo, y° = 4ax é a equacio da pardbola, onde
quag P
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e (0,0) é vértice e (a,0) é o foco da parabola;
o X =-aé aequacao da diretriz da parabola;

e 0 eixo dos x sendo eixo da parabola.

Quando o eixo da parabola € o eixo dos y , temos a seguinte figura:

ylk
P
TF
a
T T X
a
1 [w] >
A P’ y=-a

Figura 1.17

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da pardbola de foco F (O,a) e
diretriz y = —a obteremos, de forma analoga ao caso anterior, a equacao
reduzida da pardbola

x* =4day.

Observacao

(i) O niimero real a =0 nas equacgoes reduzidas da pardbola é

chamado pardametro da pardbola.

(ii) Da equacdo y* = 4ax podemos observar queax =0, o pard-
metro a e x abscissade P tem sinais iguais(ax=0sex=0)
e consegqiientemente, se a >0 a pardbola tem abertura ao lado
direito e se a <0 a pardbola tem abertura ao lado esquerdo.

Veja as figuras abaixo.
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x>0 x <0
a>0 a<0

v

=v

Figura 1.18: Graficos da parabola quando y2 =4ax.

(iii) O grdfico da equacdo x* = 4ay é simétrico em relacdo ao eixo
dos y, pois substituindo x por —x a equagdo ndo se altera,
isto é, se o ponto (x,y) pertence ao grdfico, o ponto (-Xx,y)
também pertence. Da andlise do grdfico x* = 4ay concluimos
que sea >0, a pardbola tem abertura para cima e se a <0 a

pardbola tem abertura para baixo. Veja a figura a seguir:

Y4 Vs

=v

y>0

a>0 v <0

a<0

=v

Figura 1.19: Gréficos da pardbola quando X = 4ay .

Observacao Quando V = (0,0), dizemos que a pardbola estd na posicdo
padrdo. Nesse caso a equacdo da pardbola é conhecida como equacdo

reduzida.



Equacao geral da parabola

Supondo que V' = (x,,y,) = (0,0), temos dois casos a ser analisadas.
1° Caso: Quando o eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos x .

Neste caso a equacao da parabola padrao é dada por

(y=2,) =4a(x-x,).

V (xu7yo)
Yo X

v

Figura 1.20

Simplificando a equacdo (y — yo)2 =4a(x - x,) , obtemos
V' =2yy, +y, =4ax - 4ax,
=y’ +4ax +(-2y,)y +(y; +4ax,) =0
Ajustando os coeficientes, podemos escrever a equacao, acima de
uma forma simplificada,

Y +bx+cy+d=0,
que é a equacdo geral da pardbola

Observacao A equacdo geral da pardbola também pode ser escrita numa

forma implicita, dada por

x=py+qy+r, p=0

Médulo 2
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2° Caso: Quando o eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos y

Neste caso a equacao da parabola padrao é dada por

(x=x,)" =4a(y-7,).

o=V (xoi%)

+«—x —>

8 2

A
v

Xo

Figura 1.21

Analogamente, simplificando a equagao (x — X, )2 =4a(y - yo) ,e
ajustando os coeficientes, podemos escrever a equacdo geral da pardbola

X’ +bx+cy+d=0.

Observacao Neste caso, a forma implicita da equagdo geral da pardbola

€ dada por
y=px +qgx+r, p=0

Exemplo 1.13 Determinar a equagdo da pardbola de vértice V(2,—1) ,

sabendo que y -2 =0 é a equagdo da sua diretriz.

Resolucao: Sabemos que a equacio da pardbola é dada por

(x—x0)2 =4a(y—y0).
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Neste caso temos (x,,y,) = (2,-1) ea = -3. A diretriz € acima do

vértice da parabola. Veja o grafico abaixo:

y '

v

L
i

Figura 1.22

Logo, a equacdo da parabola € dada por
(x=2)=-4-3(y+1)
= x'-4x+4=-12y-12
= x*+12y-4x+16=0.

Exemplo 1.14 Determinar a equagcdo da pardbola de foco F(-1,1) e

x =3 a equagdo da diretriz.

Eixo —a —Y—a — y=1
F (-1, 1) / V(1,1)

Figura 1.23
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Resolu¢io: Dado foco F'(-1,1) ediretrizx = 3, podemos encontrar o vér-
tice,que é V' (xo Yo ) = (1, 1) . Logo, a equacdo da parabola é dada por

(y=2,)" =4a(x-x,), (a<0)
= (y-D"=4=2)(x-D
= " -2y+1=-8x+8
= ) +8x-2y-7=0
Exemplo 1.15 Estabelecer a equagcdo da pardbola sabendo que vértice

V(2,1) é eixo paralelo ao eixo dos x , passando pelo ponto P(—l,—2) .

Resolucao: Veja o gréfico abaixo:
y A

=2

v

Figura 1.24

Como o eixo da parabola € paralelo ao eixo dos x , entdo a equagao

¢ dada por
(y=2,)" =4a(x-x,), (a<0)
= (y=-1=4da(x-1)

Como a pardbola passa pelo ponto P(—l, —2) , entdo
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(-2-1) = 4a(-1-2), (a<0)

= 9=4a(-3)
= qa= —é.
4

Logo, a equagdo é dada por

3
PR
= y2—2y+1=—3x+6
= " +3x-2y-5=0.

Exemplo 1.16 Determinar o vértice, um esbogo do grdfico, o foco e a
equacdo da diretriz da pardbola y* +4y -2x+2=0.
Resolucio: E dado que

Y +4y-2x+2=0
= y +4y+4-4-2x+2=0
= (y+2)-2-2x=0

y+2) =2(x+1)

[\

= |
= (y+ )2 (1\(x+1).
VérticezV( 1, 2), a=—,foco= F(—%,—Z%) ediretrizx=—§.

1y
2’
ylk

Figura 1.25
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Exercicios propostos — 3

1)  Paracadauma das pardbolas, construir o grafico e encontrar o foco

e uma equacao da diretriz:

a) X' =4y

b) x*-8y=0
0 y* = -8x
d) Y =x

2)  Tracar um esboco do gréfico e obter uma equacio da pardbola que
satisfaga as condigoes:
2) Vértice (0,0) ; diretriz y = -1.
b VérticeV(-2,3); diretrizx = -3.
¢ Foco F —7,3); diretrizx = -2.
d) Foco F 3,—1) ; diretriz y =1.

3)  Determinar a equagdo reduzida, o vértice, o focoe uma equagao da

diretriz. Esbocgar o gréfico.

a) X +4x+4y+8=0.
b) P 16y +8x+44=0.
) x*-12y+20=0.

d) 2x°—4x-y+2=0.

Elipse

Elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano, cuja soma

das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante.
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Consideremos no plano dois pontos F, e F, tal que a distincia
d(F,F))=2c. Vamos considerar P qualquer ponto da elipse, entdo
chamando de 2a a constante de definicdo, um ponto P pertence a elipse

se, € somente se
d(P,E)+d(P,F,) =2a

onde a € um numero real positivo. Obviamente 2a>2c¢ pela propriedade

de triangulo.

Figura 1.26
* Elementos da Elipse

Vamos considerar a figura abaixo com suas respectivas notagoes.

Figura 1.27
Conforme figura anterior, temos os seguintes elementos:

Focos: sdo os pontos F, e F,.
Distancia focal: € a distancia 2c¢ entre os focos.
Centro: € o ponto médio C do segmento F F,.



Curso de Graduagdo em Administragdo a Distancia

Eixo maior: € o segmento A4 A, de comprimento 2a (este segmento
contém os focos).

Eixo menor: € o segmento B B, de comprimento 2b e perpendicular
a A A, no seu ponto médio.

Vértice: sdo os pontos A4, 4,, B, € B,.

Pela figura 1.27 € imediato que B,F, = a, pois B,F, + B F, = 2a
(defini¢do da elipse) € B, F, = B, F, . Logo, do tridngulo retdngulo B,CF,
vem:a’ =b> +¢*.

Esta igualdade mostra que b<a ec<a.

Equacao da elipse
Seja a elipse de centro C(0,0). Consideremos dois casos:

12 Caso. O eixo maior estd sobre o eixo dos x

yu
B
: P(x,)
A\ E(=¢,0) 0] E(0) )4, t x
’ |
Bl T """""""
«—a ——»'

Figura 1.28

Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma elipse de focos F (-c,0)
e F,(c,0). Pela definigdo da elipse, tem-se
d(P,F)+d(P,F)=2a,

ou,

\/(x+c)2+y2 +\/(x—c)2+y2 =2a

:»\/x2+yz+2xc+c2 +\/x2+y2—2cx+c2 =2a
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=>\/x2+yz+2xc+c2 =2a—\/x2+yz—2cx+c2

2

2 2 22_ 2 2 2
=X+ )y +2xc+c | =|2a-x"+)y =2cx+c

Ap6s, varias simplificacdes, obtemos

(a* - +a’y* =a’(a® - ).
Sabemos quea’® = b* + ¢*, entdo
b’x* +a’y* =a’bh*.

Dividindo ambos os membros da equacdo pora’h”, vem
2 2

XY
—2+—=1,

a b’

que € a equacdo reduzida para este caso.
2 Caso. O eixo maior estd sobre o eixo dos y

Observando abaixo, com procedimento andlogo ao primeiro caso,

obtemos a equagao reduzida

2 2
X
R

a
y A
(0, ¢)
P(x,y)
B,
X
E
A, (0, -¢)

Figura 1.29



Curso de Graduagdo em Administragdo a Distancia

Observacoes

(i) Como em toda elipse tem a > b (oua® > b*), para saber se a
elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre Oy, basta observar
onde estd o maior denominador ( a*)na sua equagdo reduzida.
Se esse for denominador de x* , ou eixo maior estd sobre Ox,

caso contrdrio, estard sobre Oy.

(ii) Considere uma elipse de centro, fora da posicdo padrao, isto é,

C =(x,,»,). Neste caso, a equagdo geral da elipse é dada por

('x_'xo)2 + (y_ y0)2

a b? ok

onde os eixos da elipse sdo paralelos os eixos x ey .

yn

Figura 1.30

(iii) Qualquer elipse cujos eixos estdo sobre os eixos coordenados
ou sdo paralelos a eles, sempre pode ser representada por uma
equacdo geral, dada por

ax’ +by’ +ex+dy+ =0,

com a e b de mesmo sinal.



Exemplo 1.17 Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto

(2,0) e a medida do eixo maior é 6. Determinar a sua equacdo.

Resolucio: Como foco dado € no eixo dos x e C(0,0), entdo a

equacao desta elipse € da forma:

x2 y2

—t+—=1.
a b*

E dada a medida do eixo maior: 6 = 2a = a = 3. Também é dado

quec=2. Agora, a’ =b* + ¢’ implica que9 =b> +4, ou seja,

b= :\/g.

Logo,
2 2
X Y
9 5
€ a equagdo desejada da elipse. Veja figura a seguir.
y A
V5
30 3 x
V-5

Figura 1.31

Exemplo 1.18 Determinar o centro, os vértices e os focos da elipse de

equagdo

9x* +16y> -36x+96y+36=0.

Médulo 2
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Resolucao: Agora,
x> +16y° -36x+96y+36=0
= 9(x* —dx+4-4)+16()* +6y+9-9)+36=0

2 2

= 9(x-2) -36+16(y+3) ~144+36=0
2 2

= 9(x-2) +16(y+3) =144

= 9(x-2) +16(y+3) =12°

[x 1‘62)2 .\ L ;3)2 _

que € a forma padrao da elipse do eixo maior paralelo ao eixo dos x .

y N

A\ C

Figura 1.32

Isto implica que o centro da elipse € ( 2,-3 ),

a’=16=a=4 eb’=9=5b=3. Agora,

@ =b+c =16=9+ ¢ = ¢* =7 = ¢ = /7. Dai concluimos
que os focos da elipse sdo F, (4 - \/;,—3) eF, (4 + \/;,—3).

Exemplo 1.19 Encontre a equagdo da elipse com semi eixos, a =3e

b =2 com centro no pont0(1,2).
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Resolucao: A equag@o da elipse com centro em (xo , yo) ¢ dada por

(x—x0)2+(y—y0)2 _1

a’ b*
= (x; 1)2+(y2_22)2 =1
N x2—2x+1+y2—4y+4=1
9 4

= 4(x* - 2x+1)+9(y* ~4y+4)=36
= 4x°+9)° -8x-36y+4+36=36
= 4x°+9)°-8x-36y+4=0

€ a equagao da elipse.

Circunferéncia ou circulo

Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos de um plano
cuja distancia a um ponto fixo desse plano é constante. Esse
ponto fixo é chamado, centro, e a distdncia fixa é chamada,

raio da circunferéncia.

Circunferéncia é um caso particular da elipse. Quandoa = b , todas

as equacOes da elipse passam ser equagodes da circunferéncia.

Equacio da circunferéncia ou circulo
* Centro na origem: C(0,0), a=b=r

Neste caso a equacdo da circunferéncia € dada por

xP+yt=rt.
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v

(0,0 x

Figura 1.33
* Centro da circunferéncia: C(x,,y,), a=b=r

Neste caso a equacao da circunferéncia € dada por
2 2 2
(x=x)" +(y=-y) =r1".

yu

v

Figura 1.34

Observacao Apos simplificacdo, a equagdo dada acima pode ser escrita
da seguinte forma:
X+ y +ax+by+c=0,

que é a equagdo geral da circunferéncia ou circulo.



Exemplo 1.20 Determinar a equacdo do circulo com centro no ponto

de intersegcdo das retas y=2x-1e y=x+1 eraior=2.

Resolucao: Inicialmente, precisamos encontrar o ponto de inter-

secdo das retas dadas
y=2x-1
y=x+1

ou seja,
2x-1=x+4+1 = x=2.

y=2x-1 =y=2(2)-1 =y=3.

Logo, o centro do circulo € o ponto de intersecdo das retas, ou seja,
c(2.3).
Sabemos que a equacdo da circunferéncia no centro (xo, yo) e raio

r é dada por

= (x-2) +(y-3)=2°
= X' -4x+4+1)°-6y+9=4
= x'+)°-4x-6y+9=0

que € a equacao do circulo.

Exercicios propostos — 4

1)

2)

3)

Determinar a equagao do circulo com centro no ponto (1,2) e raio

iguala r =3.

Determinar os pontos de interse¢ao entre as seguintes curvas:
a) Areta y =2x eocirculox’ + y* =4,

b) A pardbola x* =4y e o circulox’ + > =9.

Encontrar a equacdo do circulo com centro no ponto de intersecao

dasretas y=x+2 e y=2x+1 eraior=2.

Médulo 2
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Encontre a equacao do circulo que passa pelos pontos(1,2) , (2,1)

e(13).

Esbocar o grafico das seguintes curvas e determinar os vértices e

os focos:

2 2

a) RN
16 9

b) 9x* +4)° =36.
O x +4y’ =4,

Determinar uma equagao da elipse que satisfaca as condi¢des dadas.
Esbocgar o gréﬁco

a) Focos F, el (3 0) eixo maior igual a 8.
b) Focos F,

¢) Focos F(O, +2

d) Vértices A(O,_4) e passando pelo ponto P(1,2) .

el (O 2) eixo menor igual a 6.

e vértices A( ,:3) .

Determinar a equagao reduzida, o centro, os vértices 4, e 4,, os
focos. Esbocar o grafico.

a) Ox* +4y° —54x+16y+61=0.

b) 16x> + y* +64x -4y +52=0.

0 4x*+9)° —-8x-36y+4=0.

Hipérbole

Hipérbole é o conjunto de todos os pontos do plano cuja
diferenca das distancias, em valor absoluto, a dois pontos

fixos desse plano é constante.

cia d(F,

&

Consideremos no plano dois pontos distintos F e F,, tal que a distan-

', F,) = 2¢ e um niimero real positivo a, de modo que,2a < 2c¢.
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Figura 1.35

Chamamos de 2a a constante de defini¢do, um ponto P pertence

a hipérbole se, e somente se,

|d(P, F)-d(P, F,)|=2a )

Como se V¢, a hipérbole € uma curva com dois ramos. Na verdade,

pela equacdo (7), um ponto P estd na hipérbole se, e somente se,

d(P,F)-d(P,F,)=2a. ®)

¢ Elementos da hipérbole

Focos: sdo os pontos F, e F,.

Distancia focal: ¢ a distancia 2¢ entre os focos.
Centro: € o ponto médio C do segmento F F, .
Vértices: sdo os pontos A4 e A4, .

Equacao reduzida da hipérbole

Seja a hipérbole de centro C(0,0). Consideremos dois casos:
12 Caso. O eixo real estd sobre o eixo dos x

Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma hipérbole de focos
F(-c¢,0)e F/(c,0). Pela defini¢do 1.4, tem-se
|d(PaF1)_d(PaF;)| =2a,

ou, em coordenadas

JarP + -0y —J(x-cr +(y-00| =2a. 9
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P(x,y)

Figura 1.36

Vamos encontrar agora a equacao da hipérbole. Usando a férmula

da distancia entre dois pontos, temos que

FP= \[(x+c)2 +)y' e F,P= \/(x—c)z +y°.

Substituindo estes valores em (8), obtemos

Jxwef + 02 = y(x=cf +57 = 22
= ,[(x+c)2 +y° = :2a+w/(x—c)2 + 9%,

Elevando ao quadrado os termos anteriores, temos que

(x+c)2+yz=4azt4a\’(x—c)2+y2 +(x—c)2+y2.
=>/+/+2xc+/

Elevando novamente ao quadrado cada termo da identidade acima,

obtemos
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2
X’ =2d’cx+at=a’ (x - c) +a’y’
=a’x’ -2a’xc+a’c’ +a’y’

— (Cz_az)xz_azyz =a2(cz_a2)

Observamos através da figura 1.36, que
2¢>|FQ - FQ|=2a
= c>a
= 3JbER talque b>=c’-a’, ouseja, a’ +b° =c’.

Portanto, a equagao da hipérbole é dada por

2 2

XY

a b’

que é a equacao reduzida para este caso.

2 Caso. O eixo real estd sobre o eixo dos y

y 4

s}

Figura 1.37



Curso de Graduagdo em Administragdo a Distancia

Observando a figura acima, com procedimento analogo ao 1° caso,

obtemos a equagao reduzida
2
pa
2

a

=1.

x2
-7
Equacao geral da hipérbole

Quando o centro da hipérbole C ndo é origem, ou seja,
C=(x,,»,) = (0,0), neste caso a equagdo geral da hipérbole pode ser

representada de duas formas.

12 Caso. O eixo real é paralelo ao eixo dos x

(x_x0)2 _ (y_ y0)2

- 5 =1.
2° Caso. O eixo real é paralelo ao eixo dos y
(y_y0)2 _(X—XO)Z -1

a’ b’
Simplificando e ajustando os coeficientes, nas equagdes dadas
acima, podemos ter a equacdo geral da hipérbole dada por
ax’ +by* +ex+dy+ =0,

ondea, b, ¢, d e f sdo constantes,com a e b de sinais contrarios.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos relacionados com

hipérbole.

Exemplo 1.21 Obter a equagdo reduzida resultante de uma translacdo

de eixos, classificar os elementos e esbogar o grdfico da equagdo

9x* —4y* -18x-16y-43=0.
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Resolucao: Temos que
9x* -4)* -18x-16y-43=0
. 9(x2—2x+1—1)—4(y2+4y+4—4)—43=0

2 2

= 9(x-1) -9-4(y+2] +16-43=0
2 2

= 9(x-1) -4(y+2) =36

(x—l)2 (y+2)2

= - =1.

4 9

Assim, temos:

Centro: C (1,—2)
a’ =4 = q =2 (valor positivo)
b* =9 = b =3 (valor positivo)
Feat b=t =4+9=13=c=/13.

Focos: F(li\/ﬁ,—Z)

Vértices: A4,(-1,-2), 4,(3,-2)

Figura 1.38

Exemplo 1.22 Determinar a equacdo da hipérbole de vértice A, (2, —3)
e A, (6,—3), sabendo que F(S,—3) € um de seus focos.

Resolucao: Colocando os pontos dados no plano, teremos a se-

guinte figura:
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Figura 1.39
Agora,
2c=8 = c¢=4
e
2a=4 = a=2
Logo,
16 =a’ +b*
=16=4+5b"
=12=p’

=>b=i\/a.

Também podemos verificar, facilmente, que o centro é C(4,-3).
Sabemos que a equacdo da hipérbole é dada por
2 2
(x - XO) (y— yo)

= .




Substituindo os valores correspondentes, obtidos através da figura

1.39, na equag@o anterior, obtemos
(x=4] (+3) _

N

e e

4 12
= (x*-8x+16)3-(y* -6y +9)=12
= 3x°-24x+48-)’+6y-9=12

3x7 - y* - 24x+6y+27=0.

U

Portanto, a equagado da hipérbole é dada por

3x° - 3> -24x+6y+27=0.

Exercicios propostos — 5

I)  Determine os focos, os vértices e esboce as hipérboles cujas equa-

¢oes sao:

2 2
2) X Y _

25 9
. P

9 25
) 4x* -9y +36=0
d) x’-y =1.

2)  Determine uma equacdo da hipérbole:
a) Focos: F|(3,0)e F,(-3,0) e vértices: 4 (2,0)e 4,(-2,0).
b) Focos: F/(2,-2)e F,(-2,-2) e vértices: 4 (1,-2)e 4,(-1,-2).

3)  Determine centro, os vértices e os focos das hipérboles dadas:
a) 7x° -9)" +28x+54y-116=0.
b) x* -4)y" +6x+24y-31=0.
©) 16x° -9y° —64x - 18y +199=0.

Médulo 2
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Secdes cOnicas

Sejam duas retas r e s concorrentes em O (origem) e nao perpendi-
culares. Consideremos fixa a reta e facamos s girar 360° graus em torno
de r mantendo constante o angulo entre estas retas. Nestas condicoes, a
reta s gera uma superficie conica circular infinita formada por duas folhas
separadas pelo vértice O (Figura 1.40).

Areta s € chamada geratriz da superficie. Chama-se se¢ao conica,
ou simplesmente cOnica, ao conjunto de pontos que formam a intersecao

de um plano com a superficie cOnica.

Figura 1.40

Vamos seccionar a superficie conica através de um planos . Obte-

mos varias curvas planas conforme figura 1.41 abaixo:

Figura 1.41



E importante observar que as conicas™ sdo curvas planas e, portanto,

tudo o que dizemos sobre parabola, elipse, circunferéncia e hipérbole

se passa num plano.

Vale destacar...

Quando uma superficie conica é secionada por um plano m

qualquer que ndo passa pelo vértice O, a conica serd:

a) uma pardbola, se w paralelo a uma geratriz da superficie
(Figura 1.41 (a));

b) uma elipse, se @ ndo for paralelo a uma geratriz e in-
tercepta apenas uma das folhas da superficie (Figura
1.41(b));

¢) uma hipérbole, se 1t ndo ¢ paralelo a uma geratriz e in-
tercepta as duas folhas da superficie (Figura 1.41(c)). A
hipérbole deve ser vista como uma curva so, constituida

de dois ramos, um em cada folha da superficie.

d) uma circunferéncia, se w for perpendicular ao eixo ver-
tical (Figura 1.41(d))

Observamos acima, que seccionando uma conica através
de um plano obtemos diversas curvas padroes. A seguir,
obteremos essas curvas elou reta através da vinica equagcdo

dada por

ax’ +by’ +ex+dy+ =0,

onde a,b,c,d e [ sdo constantes reais. A seguir analisamos
a equacdo dada acima, considerando diversas possibilidades

das constantes a eb .

Médulo 2

GLOSSARIO

Conicas™ sdo curvas
geradas pela inter-
seccdo de um plano
com um cone. Fonte:
http://pt.wikipedia.
org/wiki
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(i) Quando a=>b=0 em (9) obtemoscx+dy + f =0, a qual
€ uma equacdo da reta dependendo dos coeficientes c,d e

f.

(i) Quando a=0,b=0 ou a=0,b=0 em (9) obtemos
by’ +cex+dy+ f=0ouax’ +cex+dy+ f =0, que é uma

equacgdo geral da pardbola.

(iii) Quando a = b = 0 em (9) temos
ax’ +ay’ + ex +dx + f =0, a qual é uma equacdo geral

da circunferéncia.

(iv) Quando a=b =0 e a e b tem omesmo sinal, ou seja, as
duas constantes sdo positivas ou sdo negativas, ou seja,
ab > 0, entdo a equacdo (9) representa uma equagdo geral

da elipse.

(v) Quando a=b=0 e a e b tem sinais diferentes, ou seja,
ab <0, entdo a equacdo (9) representa uma equagdo geral

da hipérbole.

Saiba Mais...

Para aprofundar mais os temas estudados nesta unidade consulte:
[ STEINBRUCH, A.; P. WINTERLE. Geometria Analitica.
Sao Paulo: Makron Books,1987.
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RESUMO

Nesta Unidade vocé acaba de estudar os conjuntos
numéricos e as operacdes no conjunto dos Numeros Reais.
Foram citadas as propriedades das desigualdades e as pro-
priedades do médulo, ou valor absoluto, de um nimero real e
intervalos. Vocé estudou a no¢do de sistema de coordenadas
cartesianas, aprendeu em detalhes as principais curvas: a reta,
a circunferéncia, parabola, elipse, hipérbole e viu também as

equacgoes de cada uma dessas curvas.
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RESPOSTAS

» Exercicios propostos — 1

1) a) x<-3oux=3.

b)—1<x<l.
3 15

¢) ¢ (conjunto vazio).

d) x=<-4oux=10.

9
2 - {2

* Exercicios propostos — 2

1) a) y=-2x+5. b) y=3x-11.
) y=Tx-17 d) y=§x+5
8 15
2 —. b —-.
b 17 N
c) i
5
3) a) m=-2. b) m=§.
4) a) m=1—13. b) m=3.
[, 15)
5) a) (=2,-1). b) L—4,— 5 )

» Exercicios propostos — 3

1) a) Foco: F(0,1), diretriz: y = -1.
b) Foco: F(0,2), diretriz: y = -2.
) Foco: F(-2,0), diretriz: x = 2.
d) Foco: F(l,O\ , diretriz: x = —l.
\47) L
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2) a) X’ =4y.
b) P —6y-4x+1=0.
0) P -6y +10x+54=0.
d) x°—6x+4y+9=0.

3) a) Vértice: V' (-2,-1), Foco: F(-2,-2), diretriz: x =0
b) Vértice: V(§,8\ , Foco: F {1,8\ , diretriz: y = 2
127 127 2
4
¢) Vértice: V(O,é\ , Foco: F(O,E\ , diretriz: y = ——.
\™3) 3] 3
1
d) Vértice: V' (1,0) , Foco: F(l, é) , diretriz: y = e
e Exercicios propostos — 4

1) X' +y°-2x-4y-4=0.
[ 2 4) [ 2 4

R W o N NN &

b) 131(2\/-2+\/E,—2+JE), 13(—2\/-2+\/E,—2+x/§)
3) X' +)°=2x-6y+6=0.
4) X' +)"=5x-5y+10=0
5) a) Vértices: A(+4,0), Focos:F(i\/;,O).

b) Vértices: A(0,+3), Focos: F (0,:\/5).

C) Vértices: A(x2,0), FOCOSZF(i\/g,O).
6) a) x_2+y_2= . b) x_2+y_2=1

16 7 59
C) x?z+y§=1 d) 3%{Cz+i}—2=l
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7

b)

Centro: (3,-2), Vértices: 4/(3,-5), A4,(3,1),
Focos: F(3,—2 + \/g) .

Centro: (-2,2) , Vértices: 4,(-2,-2), 4,(-2,6),
Focos: F(—2,2 + \/E)

Centro: (1,2), Vértices: 4(-2,2), 4,(4,2),
Focos: F(l + \/5,2).

» Exercicios propostos — 5

1)

2)

3)

b)

Focos: (i\/3—4,0) , vértices (5,0) e(=5,0).
Focos: O,:\/3_4), vértices (3,0) e(-3,0).

Focos:(O,:\/E), vértices (0,2) ¢(0,-2).

Focos: i\/E,O), vértices (1,0) e(-1,0).
2 2

LS
4 5

8) C(-2.3), A(-53), A,(13), F(-63), F,2.3).
b) C(=3.3), A(-5.3), A(-13), F(—3i\/g,3).
0 C2,-1). A2.-5). A3, E(2.-6), F,(2.4).





