LINIDADE

Matrizes e Sistemas de
Equacoes Lineares



Objetivo

Nesta unidade vocé vai, identificar os diferentes tipos e operacdes de
matrizes; e empregar os diferentes tipos de matrizes na resolucio de siste-
mas de equacgdes lineares.



I Matrizes e Sistema de Equacoes Lineares —

Nocao de matriz

Moddulo 2

A partir de agora faremos

Uma matriz A, m x n (m por n) é um quadro de uma viagem através de

mn nimeros dispostos em m linhas e n colunas matrizes e sistemas de
a, a, - a, equagoes lineares que

4. 4. - a lhe ajudardo, no futuro,

Usamos a notacdo 4 = (al.j) i=L2,...n;j=12,...,m.

mxn’

Por exemplo,

2 1 5

A= éamatriz 2x3 e
3 -4 9|,
(2 4 -5]

B=|(1 3 7 é amatriz3 x 3.
3 9 2
| 13x3

Tipos das matrizes

Seja A= (aij)

seguir apresentaremos alguns tipos especiais de matrizes.

i=12,.,n;j=12,.,m uma matriz dada. A

mxn’

e Matriz linha

E uma matriz que possui uma linha s6. A i —ésima linha da matriz
A, é:

a compreender melhor os
modelos econémicos.

GLOSSARIO

Algebra linear ¢
um ramo da Mate-
matica que estuda
vetores, espagos ve-
toriais, transforma-
¢Oes lineares, sis-
temas de equacoes
lineares e matrizes.
Nao obstante o fato
de a Algebra Linear
ser um campo abs-
trato da Matematica,
ela tem um grande
nimero de aplica-
¢oes dentro e fora da
Matematica. Fonte:
http://pt.wikipedia.
org/wiki/

&
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1x4

Porexemplo,A=[2 3 4 9]

e Matriz coluna

E uma matriz que possui uma coluna s6. A j-ésima coluna de A é
a,;

a2j

mj_mxj

para j =1,2,...,n, por exemplo

15x1

e Matriz nula

E uma matriz na qual todos os elementos sdo iguais a zero. Por

exemplo,

¢ uma matriz nula.
* Matriz quadrada

Se m = n na matriz A, dizemos que A é uma matriz quadrada de
ordem n. Ou seja, uma matriz quadrada tem o nimero de linhas e colu-
nas iguais. Dizemos também que os elementos @, a,,, ..., a, formam a

diagonal principal. Por exemplo,



(a) A=

(b) B =

Moddulo 2

(3 0
, A € matriz quadrada de ordem 2;
2 -1 2x2
3 1 -9
2 2 3 , B € uma matriz quadrada de ordem 3.

4 5 -2

3x3

A matriz quadrada tem algumas carateristicas particulares, dadas

a seguir:

Triangular superior: E o tridngulo da matriz quadrada onde

a; = 0 para todoi > j . Por exemplo:

4 3 0
A=0 3 -1}f.
0 0 2

Triangular inferior: E o tridngulo da matriz quadrada onde

a, =0 para todoi < j . Por exemplo:

2 0 0
A=1 3 0].
4 -5 0

Matriz diagonal: E a matriz quadrada onde a; = Oparai = j.

Por exemplo:

2 0 0
A=|0 -3 0f.
0 0 1

Matriz identidade: E a matriz quadrada, onde a,; = Opara

i;ejeai/.=1parai=j,ouseja
0, i=J
a =1’ /.
S IRy

Por exemplo:

o
1
S O =
S = O
- O O
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* Matriz transposta

A transposta de uma matriz 4 = (al.j )., € definida pela matriz

B=(b)) obtida trocando-se as linhas pelas colunas, ou seja, b = a_,
ij/mxn Ji ij

i=12,..m;j=12,.,n.

Escrevemos a matriz transposta como:

B=A",
Isto é, A'é obtida transformando-se ordenadamente cada linha de
A em colunas.

Por exemplo,

1 3 3

5 , entdo sua transpostaé A" ' =| 3 5

(@ Se 4 = [

2 3

[\
9]

1
(b) SeA=|5 -2 1|, entdosuatranspostaé 4’ =|3 -2 2]|.
3 2 0 1 1

e Matriz simétrica

Uma matriz A é simétrica quando A = 4, ou seja, a matriz e sua

transposta sdo iguais. Por exemplo, se

2 3 1
A=|3 4 9|,
1 9 4
entao,
2 31
A =3 4 9],
1 9

istoé, A= A"= A matriz 4 é simétrica.

e Matriz anti-simétrica

Uma matriz A € anti-simétrica, quando A’ = — 4. Por exemplo, se

0 -1 2
A=|1 0 3],
-2 =30
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entao,
0 1 -2
A=|-1 0 =3,
2 3 0
istoé, A'=-A= A matriz A4 ¢ anti-simétrica.

e Matrizes em blocos

SejaAd = (al.j)

minando algumas linhas ou colunas, obtemos uma outra matriz B da

i=12,..,n;j=12,.,m,uma matriz dada. Eli-

mxn?’

menor ordem. B¢ chamada submatriz de A . Por exemplo, se

3 7 -5
A=|-3 2 8|,
1 -3 4

3 7 . ..
entdo B = [ 2] pode ser uma das suas submatrizes, onde eliminamos

a terceira linha e a terceira coluna.

A seguir explicaremos o que sdo matrizes em bloco.

A matriz
all a12 : a13 a14
a a oa a
21 22 23 24
A = . )
_a31 Uy, =y 4y |

pode ser particionada como

4, 4,
A21 AZZ ’

onde All , A12 , A21 e A22 , sdo submatrizes de A, conforme separadores

A=

indicados na matriz A. Também podemos particionar a matriz A,
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A= ay 4y S s : dy, _ All Alz A13
B A31 A32 A33

31 32 33 ¢ 34

o que nos dd uma outra subdivisdao de A. Matrizes subdivididas sao

chamadas de matrizes em blocos.

e Matriz aumentada

Sejam A e B duas matrizes com mesmo nimero de linhas, ou

seja,
a,, 4, - q, b11 b12 blk
a a oo a b oo b
A= .21 .22 ?n eB = .21 ?2 %k
_aml amZ amn_mxn _bml bm2 bmk_mxk

A matriz aumentada € a matriz [A : B] obtida colocando lado a
lado, as matrizes A e B, de modo a se constituirem numa matriz de ordem

mx (n+ k) . Entao

a, 4, - 4, - b11 b12 blk
[A'B] _ dy, Ay by, b21 bzz b2k
_aml amz o amn : bml bm2 o mk |\ mx(n+k)

A matriz aumentada, geralmente, € utilizada no célculo da inversa

de uma matriz, na resolu¢@o de sistema de equacdes lineares, etc.

Determinante de uma matriz

Determinante de uma matriz € um valor numérico, e € obtido somen-

te quando a matriz € quadrada. Seu calculo segue no exemplo a seguir:
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Seja
2
A= -2 3|,
0
entao,
2 2
det(A)=|5 -2 3 _ o 3‘ 2P 3‘ i _2‘
) 01 0 1 2 1 2 0

=2(=2-0)-2(5-6)+1(0+4)=2.

* Propriedades do determinante

Seja A uma matriz quadrada. O determinante da matriz quadrada

A, det(A) =| 4 |satisfaz algumas propriedades. Veja a seguir:

(i) O determinante de A e de sua transposta A" sdo iguais, ou seja,
| A=A ];

(i1) Se uma matriz B € obtida de uma matriz A trocando-se duas
linhas (ou colunas) de A, entdodet(B) = —det(A4);

(iii) Se uma matriz B € obtida de A multiplicando-se uma linha (ou

coluna) de A por um nimero real ¢, entaodet(B) = ¢ det(A);

(iv)Se B = [bl.j] ¢ obtidade A4 = [a,] somando-se a cada elemento
da r—ésima linha (respectivamente, coluna) de 4 uma constante
¢, vezes o elemento correspondente a s—¢sima linha (respecti-

vamente, coluna) de 4, r = s, entdodet(B) = det(A) ;

(v) Se uma matriz A = [ai/.] ¢ uma matriz triangular superior (ou
inferior), entdo det(A4) € igual ao produto dos elementos da
diagonal principal, ou seja, o determinante de uma matriz trian-

gular € igual ao produto dos elementos da diagonal principal;

(vi) O determinante de um produto de matrizes € igual ao produto
de seus determinantes, isto €, det( A B) = det(A) - det(B) . Nesse

caso € necessario que as matrizes sejam quadradas;
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(vii) Se A tem uma linha (ou coluna) de zeros, entdo| 4 |=0;
(viii) Se A tem duas linhas (ou colunas) idénticas, entdo| 4|=0;

(ix) Se A é triangular, isto €, A tem zeros acima ou abaixo da diago-
nal principal, ent@o, o valor do determinante de A € o produto
dos elementos diagonais. Assim, em particular|/ |=1, onde 1

¢ a matriz identidade.

Operacdes matriciais

Apresentaremos a seguir trés tipos de operacdes em matrizes.
Adicao de matrizes, multiplicacao de uma matriz por escalar e mul-

tiplicacdo de duas matrizes.

Adicao de matrizes

A soma ou adi¢cdo de duas matrizes do mesmo tamanho
A=(a,) eB=(bl.j)

finida como sendo a matriz C = (cl.j ), » Obtida somando-se

,i=12,...m; j=12,..,n € de-

mxn mxn

os elementos correspondentes de Ae B, ou seja,
c.=a.+b.,
y g y
parai =1,2,...m; j=1,2,...n. Escrevemos

C=A4+8B.

Por exemplo,
(@) Se



entao,
[2-3 4-2 -1 2
A+ B= ] [ ] |
_3+4 5+1 - 7 6 -
(b) Se
3 2 7
A=1|5 4 eB= 3 ,
9 3 -1
3x2 3x2
entao, )
3+5 247 8 9
A+B=|5+9 4+3 =14 7
9+2 3-1 11 2
B 3x2 3x2

* Propriedades da operacio de adiciao

Sejam A, B, C e D matrizes da ordem da mesma ordem,m x n.
Entdo valem as seguintes propriedades:
(1) Comutativa: A+ B= B+ A;

(i1) Associativa: A+ (B+C)=(A+ B)+ C;

(iii) Existéncia do elemento neutro: Existe uma tinica matriz m x n
Otalque 4 + O = A, para todas as matrizes A, m x n. A matriz
O é chamada de matriz nula ou elemento neutro para a soma

de matrizes de ordemm x n;

(iv) Existéncia do inverso aditivo: Para cada matriz A existe uma
Unica matriz da mesma ordem D, tal que: A+ D = O. Denota-
mos D por — A4, entdo podemos escrever A + (-A4) = O . A matriz

—A € chamada de matriz inversa aditiva ou negativa de A.

Moddulo 2
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Multiplicacio de uma matriz por escalar

A multiplicacdo de uma matriz A = (al.j) porum escalar a

mxn
é definida pela matriz B = (bi/.)mxn , obtida multiplicando-se
cada elemento da matriz pelo escalar o, ou seja, bij =aa,,

i=12,.,m;j=12,.,n. Entdo, escrevemos B = aA.

2 5
Por exemplo, o produto da matriz 4=|3 7 pelo escalar
-2 ¢ dada por -1 -5 o
2 5 -4 -10
(-2)A=(-2)|3 7 =|-6 -14
_1 _5 3x2 2 10 3x2

* Propriedades da multiplicacio de uma matriz por escalar

Sejam A e B duas matrizes da mesma ordem. Se r e s sdo ndmeros
reais, entdo valem as seguintes propriedades:
(1) r(sd)=(rs)A4;

(i1) (r+s)A=rAd+s4;

(iii) r(A+B)=rA+rB.

-2 3 -5 1 2 4
Por exemplo, se A=[2 ], B=[ ]er=—2,

3 1 -6 3 -7 2
entao temos
~2(A+B) = S B YR 2 I 2,
-10 12 8 -10 12 8

o que verifica a propriedade (iii).
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Produto de duas matrizes
|

O produto de duas matrizes so é possivel se o niimero de colunas
da primeira matriz for igual ao niimero de linhas da segunda.
en € B= (bjk)nxp € definido

pela matriz C = (c,, )l.xp e é obtido da seguinte forma:

Ou seja, o produto de A = (a[;)

n
c,=ab +ab, +.+ab = Eaijbjk ,
=1

para todoi=1,2,...m;k=12,...p. Entdo, escrevemos

C=A4B.
3 2 0
1 2 3 -
Por exemplo, se A4 = e B=|14 5 -3 , entao
5 -3 0], L2 o

3x3
o produto de duas matrizes A e B é dado por

[ 1342443(-1) 12425432 1.0+2(=3)+3(-2)
- [5.3 +(=3)4+0(=1) 52+(=3)5+02 5.0+(=3)(=3)+0(-2)|, .

_ [8 18 -12 }
3 -5 9 |,
Observe que neste caso o produto BA ndo esté definido. Entretanto,

mesmo quando estd definido, BA ndo serd necessariamente igual a AB.

* Propriedades da operacio da multiplicacdo

A seguir, apresentaremos algumas propriedades da multiplicagdo

entre matrizes.

(1) Sejam A, B e C trés matrizesdaordemmxn, nxk e kx p
respectivamente, entao
A(BC)=(AB)C .
(i1) Sejam 4, B e C trés matrizesdaordemm xn, nx k e nx k

respectivamente, entio
AB+C)=AB+ AC.

(iii) Sejam 4, B e C trés matrizesdaordemm xn, mxne nx k
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respectivamente, entao
(A+B)C=AC+ BC.
(iv) Sejam Ae B duas matrizes da ordem m x n ¢ nx k respec-

tivamente. Seja r um numero real, entao
A(rB)=r(AB)=(r4)B.

Observacoes

(i) A propriedade (a) é conhecida como associativa, propriedades
(b) e (c) sao conhecidas como distributivas. A propriedade (d)

€ para multiplicacdo por escalar.

(ii) Nas propriedades acima, as ordens das matrizes sdo escolhi-
das de maneira que seja possivel a operagdo de multiplicacdo

elou adicdo.

(iii) No caso de adig¢do de matrizes, sabemos que a operagdo é
comutativa para matrizes da mesma ordem. Mas isso ndo
acontece com a operacdo de multiplicacdo, ou seja, nem sempre

AB éigual BA, mesmo se os produtos existem.

Veja a seguir um exemplo para observagao(iii):

Se A= b2 eB= 2 , entao
0 3 1

4B - 2+6 -5+2 _ &8 -3 ,
-4 10 -4 10

S

BA = .
3-2 6 1 6

Logo,
AB = BA



Exemplo 2.1 (a) Sejam 1 2
2 1 3 22 5 -3
A=[15_7],B=2—2 3 4eC=4_2
- 13 -5 -1
2 -1
trés matrizes. Entdo,
-4 108 -76 -4 108 -76
A(BC) = e(AB)C = ,
35 =76 137 35 =76 137
o que verifica a propriedades (i).
(b) Sejam
| 2 3 -5 2 2 =5
A=[2 '2 1],B= 2 3|leC=|5 -3
- 3 -5 -1 8

trés matrizes. Entdo,

A(B+C) = A DY Tery e Rl
10 -3

-10 -3

o que verifica a propriedade (ii).

(c) Sejam
3 2 1 2 -l
A=|" e B=[2 4
5 -2 -1

duas matrizes. Sejar = -3, entdo

A(-3B) = - 33]e(—3)(AB)=[_9 33‘,

-15 39 -15 39

o que verifica a propriedade (iv).

Moddulo 2

-5
4
-1
9
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Propriedades da transposta da matriz

Vimos a definicao

da matriz transposta.

A partir de agora,
apresentaremos algumas
propriedades da matriz
transposta. Fique atento e @ (A4) = 4;
certifique-se que entendeu
antes de prosseguir.

Sejam A e B duas matrizes e seja r um nimero real,
entdo a transposta de uma matriz, (definida acima), satisfaz

as seguintes propriedades:

(i) (A+ B)' = A" + B',onde A e B sdo matrizes da mesma

ordem;

(iii) (AB) = B'A", onde A e B sao matrizes da ordem

mxnenxk respectivamente;

iv) (rd) =rA".

Exemplo 2.2
2 -3 2 - 2
(a) Se A= 3 eB= 33 , entdo
-2 5 3 0 3 1
-1 -2 -1 =2
(A+B) =|0 8 |ed +B'=|0 8],
4 4 4 4
-3 -4
2 3 - . ~
(b) Se A= [ 4] e B=|0 2| sdo matrizes, entdo
- -3 0
6 3 6 3
(AB)' = eB'A = .
-8 -8
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Exercicios propostos — 1

1)

2)

3)

Considerar as seguintes matrizes:

A=2 5,B=0 _3,C=_3 -1 O’
-2 1 -2 4 0o 2 -4

(3 -2 -1 51 4
D=2 -3 0le E=|2 2 9
3 0 11

1 0 4
Se possivel, calcular

a) AB-BA:; b DE-ED; o C-D;
d) B> - A; e) D*-E.

Dadas as matrizes

2 0
A=[2 3],B=[_1 3 2 1]eC= 13l
2 -1 4 0 6 -2 5 4
se possivel, determinar:
a) a segunda linha da matriz CA;
b) a primeira linha da matriz AB;
C) a terceira linha da matriz BC;
d) a quarta linha da matriz CB.
-2 4 2 -3 7
SejamA=[5 3 7},B= -1 =3,C=|-1 2 -6/,
21 5 1 -3 -1 4
1 8 5
D=[_5 2},E= -3 -4 -5 eF=[2 _3].
73 7 2 3 7
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Calcule, se possivel

a) AB; b) BA,; ) AC+ A4;
d) AB-F; e) BA+CE; f) A(BD);
g) (AB)D; h) A(C+E); 1) AC + AE;
1) (F+D)A.
2 3 4
4) Sejam A4 = eB= . Encontre
-1 5 3 =2
a) A +24; b) A+ B> +24B;
) (A+ B)’*; d) AB+ BA;
e) A +34° +34+21; f) B’-2B*-3B+4l,.
s o4 -2 4 2 5 1
5) SejamA=[5 '1 2,B= 3 5[, C=2 -3 -4|,
- -3 -4 0 2
2 5 237 2 4
D=[4 3],E= 4 2 -4 eF=[O 3}.
B -1 3 0
Calcule, se possivel:
a) (B3D-F)'D; b) A(D+F);
V) B'A"; d) 2CH4'; €) (B"+ A)A.

Operacoes elementares

A seguir, apresentaremos trés tipos de operacdes elementares numa

matriz A, onde L , Lj etc. representam as linhas da matriz.

12 Operacao: Permuta de linha, ou seja, a troca de duas linhas uma pela

outra na matriz, isto é, L,- < Lj, onde Li, Li etc. representam as

linhas da matriz.



Por exemplo, se considerarmos a matriz
2 3 10
A=|1 5 3 7|,
32 01
entdo, trocando a linha L por L,, ou vice-versa, obteremos
1 5 3 7
B=(2 3 1 0.
32 01

22 Operacao: Multiplicacao de uma linha por um escalar ndo nulo.

Por exemplo, se considerarmos a matriz

1 0 -1 3
A=(2 1 5 8/,
33 2 -4

entéo, multiplicando a segunda linha por 2, isto €, 2L, , obteremos

1 0 -1 3
B=14 2 10 16|.
3 3 2 -4

32 Operacao: Substituicdo de uma linha pela soma com outra previa-
mente multiplicada por um escalar ndo nulo, ou seja, substituicdo
de linha L, por L, + ch, onde c¢ é um escalar ndo nulo.

Por exemplo, se considerarmos a matriz

1 0 -1 0
A=|1 2 3 4,
32 0 0

entdo, efetuando a operagdo (-1)L, + L,, isto €, multiplicando a primeira

linha por (-1) e somando na terceira, obtemos

Moddulo 2
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NN O
—_ W
S~ O

As trés operagdes dadas acima sdo fundamentais para definir a

equivaléncia entre matrizes, dada a seguir.

Matrizes equivalentes

Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem, dizemos que B
é equivalente a A, se B é obtida de A através de um niimero
finito de operagoes elementares entre as linhas. Denotamos
porB~A4.

Observacoes

(i) As operacoes elementares definidas acima em relacdo as linhas,
também podem ser definidas em relacdo as colunas. Mas por
uma questdo prdtica, por exemplo, em cdlculo de inversa e
resolucdo de sistema de equacdes sempre formamos a matriz
aumentada em relacdo as linhas, por isso sempre utilizamos

as operagoes elementares em relacdo as linhas.

(ii) Qualquer matriz quadrada A, de ordem n, ndo singular (
det(A4) = 0 ), pode ser transformada na matriz equivalente I ,
de mesma ordem, por meio de uma sucessdo finita de operagoes

elementares, isto é,1 ~ A.

Exemplo 2.3 Aplicando as operagoes lineares, transforme a matriz

quadrada A em matriz identidade equivalente.

31 3
A=12 1 -2},
4 2 -5



Resolucao: Inicialmente, devemos calcular o determinante da

matriz, conforme observacdo acima. Neste caso,

31 3
det(A)=2 1 -2[=-1=0.
4 2 -5

Logo, podemos efetuar as operagdes elementares, a fim de obter a
matriz identidade. Aplicando as seguintes operagdes elementares

sobre a matriz A:

L, —>§LI . L= L, +(-2)L, ;s L~ L,+(-4)L, : L, = 3L, ;

T A N S i
Li=L+|-3)Li L (-)z, : L, Li+|-3)L

L —L +12L; L —L +(-5)L,,

respectivamente, obtemos a matriz identidade equivalente, 1.,

dada por

~

1
S O =
S = O
—_ O O

Observacao Mais detalhes sobre o procedimento de operacées ele-
mentares, com alguns exemplos desenvolvidos, passo a passo, estdo no

material on-line do ambiente.

Calculo do determinante usando operacdes elementares

Podemos calcular o valor do determinante de uma matriz quadra-

da usando operacdes elementares, ou seja, transformando a matriz em
triangular superior, conforme definido anteriormente. Esse processo é
conhecido como triangularizag¢do. Dependendo de cada operacao, o valor

do determinante fica igual ou muda, conforme dado abaixo.

Seja B a matriz triangular obtida da matriz A. Aplicando as opera-

Moddulo 2
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coOes elementares, o valor do determinante A depende do valor do deter-
minante B, nas seguintes situagoes:
a) Quando trocamos uma linha por outra, ou seja, troca de linhas
entre si, entao
det(A4) = —det(B).
b) Quando multiplicamos uma linha por uma constante # nao nula,
entao
det(A4) = %det(B)
¢) Quando multiplicamos uma linha por uma constante ndo nula e
somamos a outra, entdo o valor do determinante continua sendo

0 mMesmo, isto é,
det(A) = det(B).

Exemplo 2.4 Encontre o determinante da matriz, pelo método da trian-

gulacao
3 2 -1
A=|2 -3 2
-3 1 4

Resolucao: Fazendo as seguintes operacdes elementares

1 9
L= 3Ll = L4 (DL L= L+ 3L L= L+ Ly,

respectivamente, obtemos

L2t
3 3
p=lo -1 8
3 3
OOQ
13

Pela propriedade de determinante (ix), podemos calcular o valor
do determinante B, multiplicando apenas os elementos da diagonal

principal, pois a matriz B estd em forma triangular, entdo temos

(Y& 63
det(B) =1 k_ 3Jk13)_ 3
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Agora, pelas colocacdes a) e ¢) dadas acima, temos o valor do de-

terminante A dado por

_ _sf 3 __
det(A)—3det(B)—3l\ 3" 63,

pois nesse caso, a aplicacdo da propriedade b), foi feita somente
uma vez e todas as outras operagdes foram feitas aplicando a pro-

priedade c).

Para ser mais simples temos a seguinte observacgao.
Observacao O cdlculo do determinante acima é feito usando as pro-
priedades b) e c). Mas, sempre podemos escrever a matriz dada, numa

forma triangular, somente utilizando a terceira operacdo elementar, ou

seja, aplicando a propriedade c). Veja os cdlculos abaixo.

Fazendo as seguintes operagdes elementares

2 9
L —L, + (_E)Ll L, —= L, +3L;L,— L, +EL2,
respectivamente, obtemos
3 2 -1
polo 38|

3 3

0 0 63

13 ]

ou seja,

} _sf 3 __
det(A)—3det(B)—3k 3] - 63,

pois nesse caso para chegar até a matriz triangular somente as opera-

coOes elementares serdo utilizandos c).
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Matriz inversa

Nesta sec¢ao,
apresentaremos a matriz
inversa e seus calculos,
usando o processo de
operagoes elementares e a
matriz aumentada.

Dada uma matriz A quadrada de ordem n. Chamamos in-
versa de A, a matriz B, tal que

AB=BA=1
onde I, é a matriz identidade de ordem n. Neste caso,
dizemos que A é uma matriz inversivel (ou ndo singular).

Denotamos por B= A™".

Observe que nem toda matriz quadrada sempre € inversivel. A
seguir apresentaremos um resultado que garante a existéncia da inversa

da uma matriz.

Teorema 2.1 Uma matriz A quadrada é inversivel se, e somente
se, A € ndo singular (oudet(A4) =| A= 0 ).
Teorema 2.2 Se a matriz A admite inversa entdo esta inversa é

nica.
Propriedades da matriz inversa

A seguir apresentaremos algumas propriedades da matriz inversa.

(i) Se A e B sao inversiveis, entao
(AB)'=B'4™".

(i1) Se A € inversivel, entdo
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(A '=4.
(iii) Se A ndo é singular, entio A~ também & ndo singular.
(iv) Se A é inversivel, entdo (4')™ = (47")".
(v) Se A € inversivel, entdo A.A'1=In, onde n € a ordem da matriz

€ vice-versa.

Exemplo 2.5 Calcular a inversa da matriz
2 1
A= :

2 1
det(A) = det(A4) = ‘3 2‘ =4 -3=1= 0= existe a inversa de 4.

Resolucao: Temos

Sabemos que

Seja

entao

2 1
3 2
2a+c  2b+d
3a+2c¢ 3b+2d

o]
b

ou,

2a+c=1
2b+d =0
3a+2c=0
3b+2d =1

= a=2,b=-1c=-3 ¢ d=2
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Calculo de matriz inversa usando operacoes elementares — Mé-
todo de Jordan

O método para calcular a inversa da matriz A, usando as operagdes

elementares € o seguinte:

1¢ Passo: Calculardet(A). Sedet(A) = 0, entdo existe a inversa da
matriz, sedet(A) =0, entdo ndo existe a inversa. Caso exista a

inversa, seguir o proximo passo.

2¢ Passo: Escrever a matriz aumentada n x 2n na forma[A:1 ], onde
A é a matriz de ordem n e In ¢ a matriz identidade de ordem n,
ou seja, colocar lado alado amatriz A e I formando uma matriz

aumentada.

32 Passo: Transformar a matriz A, escrita no segundo passo, em matriz
identidade, usando as operacoes elementares nas linhas, e apli-
cando as mesmas operagoes em I , dadas no segundo passo, nas

linhas correspondentes. Assim obtemos[I ‘A7,

Observacao A mesma seqiiéncia de operacoes que leva a matriz A a sua
identidade faz com que a identidade chegue a inversa, ou seja, forman-
do a matriz aumentada[A:1 ], e aplicando as operagoes elementares

chegamos a[l *A™'], isto é,

[A] ] ~~~..~[]:47].

Exemplo 2.6 Encontrar a inversa da matriz, usando as operacdes ele-

mentares
1 -1 2
A=2 =3 1
-1 3 5

Resolucio: det(A) = -1 = 0. Logo, existe a inversa da matriz A.

Vamos escrever a matriz A e a matriz identidade lado a lado na

forma de matriz aumentada



I -1 2 1 00
2 31 0 1 0
-1 3 5 0 0 1

O objetivo agora € aplicar as operacOes elementares nas linhas de A
e as mesmas operagdes na matriz /,. Queremos chegar a matriz A

como/,, e amatriz I, transformada passa a ser inversa de A. Veja os
passos a seguir.

bo-tzd 0 L — L +(=2)L
2 =31 0 ? ? :
43 5:00 1|B7bh
1 -1 2 1 0 0
~ -1 -3 1 2 1 0| L= (=1L,
2 7 1 01

I -12:1 00
~10 1 31 2 -1 0|L—L+(-2)L,
02 711 0 1

1 -1 2 1 0 O
~ 10 1 3 : 2 -1 0| L—=L+L
0 0 1 : -3 2 1
1 05 3 -10
~ 10 1 3 2 -1 0|L,—=L,+(-3)L,
0 01 -3 2 1
1 05 3 -1 0
~ (01 0 11 -7 3| L —= L +(-5)L,
0 0 1 -3 2 1
1 0 0 18 -11 -5
~10 1 0 11 -7 -3
0 0 1 -3 2 1
Logo,

Moddulo 2
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18 -11 -5
A =11 -7 -=3].
-3 2 1

Exemplo 2.7 Determinar a inversa da matriz, usando o método de Jordan.

3 -4 1
A=|2 3 -7
37 5

Resolucao: det(A) = —63 = 0 . Logo, existe a inversa da matriz A.

Vamos escrever a matriz A na forma aumentada com a matriz / 5

3 4 1 1100
[4iL]=|2 3 -7 i 0 1 0]
37 5 5001

Fazendo as seguintes operacdes elementares, na matriz acima,

1
Ll - (_E)L1 ;L3 — L3 + (—3)L1;L2 — L2 + (_Z)Ll;Lz — 3L2;
1 4
L,—L+(-3)L,; L — (—a)l@; L—L+ (_E)Lz;

L,—L,+19L; L —L +(-25L,,

respectivamente, obteremos

Loo: & 3 2
63 7 63
b1 M 21
63 7 63
b0 S 11
63 7 63
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Logo,
64 3 2
63 7 63
o3 2 D
63 7 63
R S
63 7 63

Matriz escalonada

Nesta secdo apresentaremos a
nog¢ao de matriz escalonada.
Também apresentaremos a
matriz canodnica, que € caso
mais especifico da matriz
escalonada. Leia com atencao,
resolva os exercicios propostos,
anote suas duvidas e busque
esclarece-las junto ao Sistema de
Acompanhamento.

Dizemos que uma matriz é escalonada se, e somente se,
o niimero de zeros que precedem o primeiro elemento ndo
nulo em cada linha, geralmente conhecido como elemento
notdvel, aumenta de linha em linha, até que restem apenas
linhas com elementos nulos. Podemos dizer que uma matriz
A € escalonada ou estd em forma escalonada, se valem as

seguintes condicoes:

(i) todas as linha nulas, se houver, estdo no final (ou na base)
da matriz;
(ii) cada elemento notdvel ndo nulo estd a direita do elemento

notdvel da linha precedente.
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Veja alguns exemplos a seguir.

2 -1 3 4
(i) Amatriz A=|0 1 1 0] éescalonada;
0 0 0 3
[0 1
(i1))A matriz B=|0 0/ é escalonada;
0 0
[0 0 1
(ii1) A matriz C=|0 1 0 ndo é escalonada;
1 00
2 30
@iv) Amatriz D=0 1 0 O0][¢escalonada.
0 0 0 1

Matriz canonica ou reduzida

Dizemos que uma matriz é canénica ou reduzida, quando os
elementos notaveis forem todos iguais a um e forem os tinicos
ndo nulos nas suas respectivas colunas. Mais precisamente,
podemos dizer que uma matriz A é canodnica ou reduzida

por linhas, quando

(i) o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula de
Aéigual a l;

(ii)cada coluna de A, que contém o primeiro elemento ndo
nulo de alguma linha de A, tem todos os outros elementos

iguais a zero.

Veja alguns exemplos a seguir:

1 0 0 3 2
(i) Amatriz A=|0 3 1 4 0] nao ¢ candnica;
0 01 01



1 0 3 0
(il)) Amatriz B=|0 1 1 0] é canodnica;
0 0 0 1
0 1
. 0 0of . N
(ii1)) A matriz C = ¢é canoOnica;
0 0
0 0

[e—
—_ O

(iv) A matriz D = |0 € candnica.

- O O

Observacoes

(i) Qualquer matriz A é equivalente por linhas a uma tinica matriz

canonica ou reduzida por linhas.
(ii) Matriz identidade sempre é matriz canodnica.

(iii) Matriz quadrada é equivalente a matriz identidade da mes-
ma ordem, quandodet(A) =0, ou seja, quando existe a sua

inversa.

Exemplo 2.8 Aplicando as operagées elementares, transforme a matriz

dada em matriz candnica.

2 -1
A=|-3 0
4 3

Moddulo 2
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Resolucao: Aplicando as seguintes operacoes
L, , _ 2
Ll - ELI’LZ — LZ + 3L1’L3 - L3 + (_4)L1 ’LZ e §L2 5

1 3
L= L+ L L= L+ (- )Ly L = (<)L

3

L—1L, +(—2—32)L3;L1 - L +§L

respectivamente, obtemos

Posto de uma matriz

Seja A uma matriz e seja B a sua forma escalonada. Define-
se como posto da matriz A, p(A), como sendo o niimero de

linhas ndo nulas da matriz B.

No caso dos exemplos dados na secdo: matriz candnica ou redu-
zida, temos: p(A) = 3, pois a matriz ndo é candnica, mas € escalonada,
p(B)=3, p(C)=1¢p(D)=3.

Observacao Através do posto da matriz podemos identificar se uma
matriz quadrada é singular ou ndo singular, isto ¢, se A é uma matriz

quadrada de ordem n, entdo

(i) A € singular, se e somente se, p(A)<n;

(ii) A € ndo singular, se e somente se, p(A) =n.



Exercicios propostos — 2

1)

2)

3)

4)

5)

Aplicando o método de triangulacao, calcular o valor do determi-

nante das seguintes matrizes:

1 2 3 2 7 3
A=14 -3 0 (; B=|1 -5 0].
1 7 13 0 2 1

Por meio de operagdes elementares, transformar as seguintes ma-

trizes quadradas em matrizes identidades equivalentes:

1 2 -3 L 2 7 3
A=|3 4 0] B-= _4];C=1—5 0l
-2 6 -1 0 2 1

Se possivel, encontrar as inversas das seguintes matrizes:

(2 1 2 1 2 5
A=|-3 =2 -4 B=|1 -2 4],

0 1 3 0 3 11

a 2 2 1
C= : 2}; D=2 3 -1};;

2 4 1 -1 4

Se

encontrar A, B, (AB) ' e(BA)™.

Encontre o valor de x nas seguintes equacoes:

x -2 2x
a) -1 4 1(=-1;
2 -3 5

Moddulo 2
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3 2 5
b) -1 -x 4{=-2.
x 0 x

6)  Quais das seguintes matrizes estdo na forma candnica:

1 0 00 2 01 00 -2
A=10 0 1 0 1§; B=10 01 0 1§
0001 3 0001 -4
1 3 5 2 100 0
C=0100; D={0 1 0
0010 00 1 -2
0000

7)  Transformar as seguintes matrizes em forma candnica:

1 2 0 Lo
A=|-2 -1 3; B=201;
1 4 2 -
C_123
4 5 6|

Sistema de equacdes lineares

Considere o sistema linear de m equagdes e n incognitas

(a, x, +a,x,+..+a,x =b
n n

12772 1

a, X, +a, X, +.+a, X = b2

a x. +a X, +..+a x =b
m2°72 mn” " n m

ml™71
L

O sistema S pode ser representado pela equagdo matricial
AX = B, onde

&



11 a12 aln
a a
21 22 2n
, X
ml am2 o amn ]

Moddulo 2

1 1
X

2 eB= 2 ,
X b
_n_ _n_

sendo A, a matriz dos coeficientes, X a matriz das incognitas e B, a matriz

dos termos independentes.

Tipos de sistemas

Ha dois tipos de sistema de equagdes lineares, sendo que um deles

¢ conhecido como consistente e 0 outro, como inconsistente. O sistema

inconsistente € aquele que nao admite solugdes. O sistema consistente €

aquele que admite solu¢des. Ha dois tipos de sistemas consistentes, um

deles é determinado e o outro € indeterminado. O sistema determinado

€ aquele que tem uma Unica solucdo e o indeterminado € aquele que tem

multiplas ou infinitas solu¢des. Veja a figura abaixo:

Sistemna de equagdes lineares

Inconsistente

Consistente

IMéEo ha solugio

Solucio unca

Existéncia da solucio

Infinidade de solugdes

Um sistema linear AX = B de m equagdes em n incdgnitas é

consistente, se e somente se p(A4) = p([AEB]). Neste caso, se con-

sideramos r o nimero de equagdes do sistema na forma escalonada,

p(A) = p([AEB]) = r. Agora temos dois casos a analisar
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(i) quandor = n, ou seja, o nimero de equagdes dadas € igual ao
nimero de equacdes na forma escalonada, nesse caso, o sistema

¢ determinado, isto €, existe uma unica solu¢ao;

(11) quandor < i, ou seja, o numero de equacdes dadas € menor
que o nimero de equagdes na forma escalonada, nesse caso, o

sistema € indeterminado, isto €, existem infinitas solugdes;

Se p(A4) < p([ASB]), ou seja, o posto da matriz A € menor que o
posto da matriz aumentada, nesse caso, o sistema € inconsistente, isto €,

nao existe a solucao do sistema.

Resolucao de sistema de equacdes lineares

A seguir, apresentaremos duas formas diferentes de resolver um
sistema de equacoes lineares. Uma se dd com a utiliza¢do de matriz esca-
lonada, que € conhecido como processo de eliminacao de Gauss-Jordan,

e a segunda forma se d4 com o uso de matriz inversa.

* Processo de Eliminacao de Gauss-Jordan

Podemos resolver um sistema de equacdes lineares aplicando as
operacdes elementares dadas anteriormente, pois sabemos que aplicando
operagOes elementares sobre uma matriz obtemos sempre uma matriz
equivalente. Nesse caso, as operacodes elementares transformam o sistema
original em um sistema equivalente. Esse processo é conhecido como
processo de eliminacio de Gauss-Jordan.

Seja AX = B o sistema dado. Para resolver esse sistema devemos

seguir 0s seguintes passos:

12 Passo: Formar a matriz aumentada[ A: B].

2° Passo: Levar a matriz aumentada [ A: B] a forma escalonada, usando

operagoes elementares sobre as linhas.

Para ver a solucdo do sistema, siga as seguintes observacgoes:



Observacoes

(i) O sistema que corresponde a matriz na forma escalonada ob-
tida acima, tem exatamente as mesmas solugéoes que o sistema

linear dado.

(ii) Para cada linha ndo nula da matriz na forma escalonada

resolvemos a equagdo correspondente.

(iii) As linhas formadas totalmente por zeros, podem ser despre-
zadas, pois as equagoes correspondentes serdo satisfeitas para

quaisquer valores das incognitas.

(iv) E conveniente, sempre transformar a matriz aumentada na matriz

canonica, pois nesse caso a solucdo do sistema é imediata.
Veja a seguir alguns exemplos de resolucio de sistemas lineares.

Exemplo 2.9 Resolver o sistema

x-2y-2z =3
-2x+3y+z =-4
3x+2y-z =2

Resoluc¢ao: Podemos escrever o sistema de equacdes em forma

matricial AX = B, isto €,

1 2 22 3

X
-2 3 1 y|= 4
3 2 -1 - )
1 1 1
Matriz Matriz Matriz dos
dos das termos
coeficientes incégnitas independentes

Moddulo 2
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Podemos resolver o sistema utilizando a matriz aumentada [A: B]

e aplicando as operagdes elementares. Veja a seguir:

1 2 2 3
[4:B]=]|-2 3 1 : -4
32 -1 : 2

Aplicando as operagdes elementares,

1
L= L, +2 L3 L = L+ (3L Ly = (DL L= (=)L

L—L+2L; L —>L+(-3)L;L—L+(-4)L,

obtemos
1 00 1—7
19
o1 o : 1}
19
001 -~
19

Isto implica que
p(A) = p([4:B])=3.

Logo, o sistema € consistente e determinado.

Portanto,

17 11 9
X=—, y=—-—¢ez=——
19 19 19

€ a solucdo do sistema.
Exemplo 2.10 Resolver o sistema:

xX+2y+3z =5
x-2y+2z =4.

-2x -z =3

Resolucao: Podemos escrever o sistema de equagdes na forma

matricial AX = B, isto €,
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2 1 3] [x 5
4 -2 2||y|l=1|4
-2 0 -1||z 3

Podemos resolver o sistema, utilizando a matriz aumentada [A4: B]
e aplicando as operacdes elementares. Veja a seguir

2 1 3 :5

4 -2 2 : 4

-2 0 -1 : 3

Aplicando as operacdes elementares,

L—-L+(-)L:L,=>L+2L;L,—~L,+ L,;L,— (—i)Lz;
1 1

L — (2)143;L1 —-L+(-2)L,;L,—> L, + (—Z)L ;

5
L—L + (_E)L3’

obtemos
1 00 -3
010 - l )
2
0 0 1 3

Isto implica que
p(4) = p([4:B])=3.

Logo, o sistema € consistente e determinado.
Portanto,

x=—3,y=—%,z=3,

€ a solucdo do sistema.

Exemplo 2.11 Resolver o sistema linear de trés equacoes em duas va-

ridveis
x+2y =8
3x+2y =-4
S5x -2y =4
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Resolucao: Escrevendo o sistema de equagdes na forma matricial

AX = B, temos a seguir a matriz aumentada

1 2 ' 8
[A'B]=|3 2 ! -4
5 21 4

Fazendo as seguintes operagdes elementares, |
L—-L+(3)L ; L=>L+(5L ; L2—>(—Z)L2 ;
L—-L+(-2)L,; L —L+(-2)L,,

obtemos
1 0 -6
0 1 7
0 0 48

Observe que nesse caso, p(A)=2e p([AEB]) =3 e 2 < 3, por-
tanto o sistema € inconsistente. Logo, ndo existe solu¢do para o

sistema.

* Resolucio de sistema de equacoes usando a matriz inversa

Podemos escrever o sistema de equacdes na forma matricial como
AX = B. Se a matriz A é quadrada e se existe a inversa A" de A, entdo
X=A"B.

Exemplo 2.12 Resolver o sistema de equagdes utilizando a inversa

xX+2y+2z =12
2x+3y-2z =-1
Sx+2y-z =-3

Resolucio: Resolvemos este exemplo, utilizando A™'. Temos

1 2 2
A=|2 3 -=2{.
-5 2 -1

Calculamos a inversa da matriz A, aplicando as operacOes elementares:



Moddulo 2

L~ L +(-2)L;L,—~ L +5L;L —(-1)L,;
1
L= L+ (-12) Ly L= L+ (-2) Ly L = = Ly

L,—>L +(-6)L;L —L +10L,

respectivamente, obtemos

Loo: L 2 1
1 22 1100 643 211 263
2 3 2 :01 Of~~..~[0 1 0 — = —
52 -1 :0 01 2l 21
0012 2 L
63 21 63
Logo,
12 10
63 21 63
Lole 12
21 7 21
1 4 1
63 21 63
Temos,
12 _10] [ 4]
115 7 2|7
X=A"B=|y|=|— = — | |-1|l=|=.
21 7 21 7
B IR | B )
63 21 63 7
4 13 27
=X==,)y=—¢ez=—
7 7 7

Exemplo 2.13 Resolver o sistema de equagoes utilizando a inversa

-2x-y-3z =2

3x+2y+z =1

2x+y-z =5
Resoluc¢iao: Temos
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2 -1 -3][x] [2
AX=B=|3 2 1||y|=|1
2 1 -1|z| |5

AX =B=X = A"'B.

Calculamos a inversa da matriz A, aplicando as operacdes elementares,

1
L1—>—§L1 ;s L—=L +(-3)L . L, —L+(-2)L

b

3

1
L= L+ (<D Ll =2 Ly L= = Ly
L,—>L+7L:L —L +(-5L,,

respectivamente, obtemos

100 -2 2
2 -1 3:100 4 4
5 7
32 1 0 1 O|~~..~|0 1 = 2 =
4 4
2 1 -1 :0 01 ) )
0 0 1 -—— 0 -
4 4
Logo,
3402
4 4
R R S
4 4
1
L
4 4
3, 5] 15 ]
54 47 2 17
X=4'B=|> 2 -——||1 -
4 4 5 4
Ly 1 T
4 4 4
15 17 7
= X=—,)Y=—-—""€Z=——.
4 4 4
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Sistema de equacdes lineares homogéneas

Um sistema linear de forma AX =0, ou seja,

a, X, +a,x, +..+a, x = 0

a, X, +d,X, +..+d, X = 0

a x,+a x, +..+a x =0
ml™"1 m2°72 mn”"n

L

¢ chamado de sistema homogéneo.
A solugdo x, = x, =...=x =0 € chamada de solugdo trivial.

Uma solugéo x,, x,,...,x, , de um sistema homogéneo em que nem

todos os x; sdo nulos, é chamado de nao trivial.

Observacoes

(i) Um sistema linear homogéneo sempre é consistente pois sem-
pre tem a solucdo trivial, mas quando o niimero de incognitas
(varidveis) é maior do que o niimero de equagoes, existe solu-
cdo ndo trivial, ou seja, um sistema linear homogéneo de m
equacgoes e n incognitas sempre tem uma solucdo ndo trivial,

quandom <n.

(it) Quando uma matriz quadrada é singular (ou seja, det( A) = 0), en-

tdo o sistema homogéneo AX =0 tem uma solugcdo ndo trivial.
O método para encontrar as solucdes, se existir, de um sistema linear
homogéneo, ¢ o mesmo método utilizado para resolver um sistema de m

equacoes lineares em n variaveis.

Exemplo 2.14 Resolver o sistema homogéneo de 3 equagoes com 2

varidveis
2x-4y =0
x -8y =0
5x+10y =0
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Resolucao: A solucdo trivial é x = y = 0. Vamos encontrar a so-

lugdo ndo trivial, formando a matriz aumentada

2 4 :0
1 -8 : 0
5 10 : 0

aplicando as operacgdes elementares:

1
L= Lyl = L+ (DL L= L+ (5L,

respectivamente, obtemos

1 0 0
0 1 : 0].
00 :0

Logo, x=0e y =0 € atinica solucdo do sistema.

Exemplo 2.15 Resolver o sistema homogéneo de 2 equagcoes com 3
varidveis.

x-3y+4z =0

2x-6y+8z =0

Resolucao: Solugdo trivialx = y=2z=0.

Para encontrar a solu¢do nio trivial vamos formar a matriz aumen-

tada e aplicar as operagdes elementares sobre linhas:

0 0 0 : of

1 -3 4 :0
2 -6 8 : 0

}L2—>L2+(—2)L]~[1 3 4 o}

Logo,
x-3y+4z=00u,x=3y-4z.

Observando a equacdo acima, podemos dizer que o sistema tem uma in-

finidade de solugdes, pois escolhendo y e z sempre tem-se o valor de x.

Exemplo 2.16 Resolver o sistema homogéneo de 3 equagcdes com 3 varidveis

&
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x=-3y+2z =0
2x+y-z =0
3x+2y-4z =0

Resolucio: A solugdo trivial € x = y = z = 0. Vamos encontrar a

solu¢@o ndo trivial, formando matriz aumentada

1 -3 2 :0
2 1 -1 :0
32 4 :0

aplicando as operacOes elementares,

L—>L+(-2)L, ; L —>L+(3)L ; L2—>%L2 ;
7
L= L+GIDL, 3 L—=L+3L, 5 L=k
5 1
L= L2 Ll —~>L+-L,

respectivamente, obtemos

1 00 :0
0 1 0 : 0f.
0 01:0

Logo, x =0,y =0e z =0 € atinica solucio do sistema.

Exercicios propostos — 3

1)  Resolver o sistema AX = B, se

o2 g
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2)

3)

4)

5)

Classificar e resolver os seguintes sistemas:

5x+8 =34

2) Y . b
10x+16y =50
2x+3y-2z =2

C) 3x-5y+4z =5 ; d) J
x=-2y-T7z =-24

-

L

Resolver os sistemas abaixo pelo método matricial:

-2x+3y-z =aq,

xX=-3y+z =a,

-X+2y-z =a,
a) Para a =2,a,=5¢a,=7;
b) Para a, =1,a,=6 ea, =0,
©) Para @, =2,a,=-8 ea,=9;
d) Para a, =-4,a,=-3 ea,=-2.

Encontre uma matriz ndo nula X tal que AX =3X , onde

4 0 -1
a) A=|1 5 7/|; b)
31 4
Calcular x, y e z, de modo que
-2 3 5|[x 1
0 1 2]|lyl=15]
-3 3 -4||z 3

4x-y-3z =15
3x-2y+5z =-7;
2x+3y+4z =7
[ 4x-3y =-18
2y+5z =-8 ;
x-2y-3z =0
4 1 -1
A=|5 4 -=3|.
3 -1 2
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Saiba Mais...

Para aprofundar os conteudos abordados nesta Unidade, consulte:
B ANTON, Howard. Algebra linear com apilcacoes. 8. ed. Porto
Alegre: Bookman, 2001. Capitulos 1 e 2.
Il MORETTIN, Pedro A., HAZZAN, Samuel; BUSSAB, Wilton
de O. Calculo: fun¢oes de uma e varias variaveis. Sao Paulo:
Saraiva, 2005.

RESUMO

Nesta Unidade vocé identificou o conceito de matriz.
Estudou os vérios tipos de matrizes tais como: matriz linha,
matriz quadrada, matriz transposta, matriz nula, matriz
triangular, matriz simétrica etc. Aprendeu como calcular
determinante de uma matriz quadrada e recordou os trés
tipos de operacOes com matrizes: adi¢do, multiplicagdo e
multiplicagdo com escalar. Esquematizou como calcular
matriz inversa e apresentamos a no¢ao de matriz escalonada.
Finalmente vocé aplicou matrizes em resolucio de sistemas

de equacdes lineares.
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RESPOSTAS

* Exercicios propostos — 1

D a) AB-Ba-| 1017 :
10 16
-5 12 =20
b) DE-ED=|-15 6 -69|;
-3 7 -1
¢ C - Dnaio existe;
4 -17
d) B’ - A= ;
-6 21
-1 -1 -3
e) D'-E=|-2 3 -l11].
4 -2 4
6
2) a) CA=|8 0 |;
-2 -19
b) 4B - 10 6 22 -4 :
-6 6 -2 4
) BC nao existe;
-2 6 4 2

d) CB=|11 3 20 -5
21 -15 14 -13

3 Y L 18];
20 10
2 2 6
b))  BA=|-11 -6 -22|;
27 16 40




4)

5)

f)

g

h)

dCea| ™ 12,
-10 -8 33
AB—F - 20 21 :
24 3
58 40 52
BA+CE=|-60 -34 -55];
55 4 42
- ]
A(BD) - 6 98],
-30 70
[ 16 8]
(AB)D = ? ;
_—30 70_
A(C + E) = 31 26 31 :
34 22 20
(31 2 1
AC + AE = 3 6 3 ;
_34 22 20
~17 -10 -2
(F +D)A = 7 o100 =261
_35 19 71
5 27
A* +2A4 = ;
-9 32
4 1
A*+ B*+2AB = > > :
21 7
44
4+ By = | 0,
18 17
24 13
AB* + BA = :
19 -12
A +34> +34+2 = -8 1801
-60 172
B’-2B*-3B+4-= 36 8 .
24 -12
a=i;b=l;c=—zed=—§;
3 3 3 3

Moddulo 2
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b) a=—%;b=3;c=—3ed=—2.

, 56 -16]
6) a) (31)-F)D=[_26 91],
-8 27
b  A(D+F)=|-4 -18;
24 36
o BtAt=[—8 15};
-10 -21
0 -6
d  QO)A =|-8 -42|;
~8 48
, 21 6
e) (B'+ A)A' = [_19 9}.

* Exercicios propostos — 2

1)
e A=MATRIZ([,2,-3],[0, 5, 16], [0, 0, 236/5]]); det (4) = —236;

« B=MATRIZ([2, 7, 3], [0, 2, 1], [0, 0, 11/4]]), det(C) = -11.

3)
e A'=MATRIZ([2, 1, 0], [-9, -6, -2], [3, 2, 1]]);

e B'=MATRIX([[34/41, 7/41, -18/41], [11/41, -11/41, -1/41], [-3/41, 3/41,
4/817));

e Naio existe a inversa de C;
« D'=MATRIZ([[-11, 9, 5], [9, -7, -4], [5, -4, -2]]);

4)
. A= MATRIZ([[-1/3, 2/3], [2/3, -1/3]]);

. B=MATRIZ([[2/7, /7], [3/7, -2/7]));
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. (4B)' = MATRIZ([[4, 5], [-1, 4]]);
. (BA)' = MATRIZ([[S, -3], [7, O]]).

5 a x=1I b x=l,x=1/4.

7)  Formas candnicas das matrizes:
« A=MATRIZ([[L, 0, -2], [0, 1, 1], [0, O, OT]);

- B=MATRIZ([l, 0, 1/-2], [0, 1, 3/2]]);
« C=MATRIZ([l, 0, -1, [0, 1, 2]]).

* Exercicios propostos — 3

1) x=8,y=2.

2) a) nao existe (inconsistente);
b) x=3, y=3, z=-2 (determinado);
C) x=1, y=2, z=3 (determinado);

d) x=0, y=6, z=-4 (determinado);

3) Solugdo geral: x = -a, - a,, y=-a,-a,,z=a,-a, -3a,.
a) x=-7,y=-12,z=-24;
b) x=-7,y=-6,z=-5;

C) x=6,y=-1,z=-17;
d) x=7,y=5,z=5.
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4)

5)

1 1
) 17 ) =5
128 121 18

AT AN T



