LNIDADE

Seqiliencias, Limite e
Continuidade



Obijetivos

Nesta unidade vocé vai escrever e calcular o limite de uma seqiiéncia,
interpretar a nocao intuitiva de limite de uma funcao, calcular limite de
uma fungao usando teoremas e também calcular limites laterais e analisar a
continuidade de uma funcao.
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I Seqiiencias, Limite e Continuidade —

Seqtiéncias

A partir deste momento,
passaremos a estudar
seqiiéncia, limites e
continuidade de uma fungdo
real. Leia com atengdo,

caso tenha duvidas busque
esclarecé-las nas bibliografias
indicadas e também junto ao
Sistema de Acompanhamento

Uma seqiiéncia é um conjunto de nimerosa,,a,,...,d,,...,
disposta numa certa ordem (isto é, em correspondéncia com
os inteiros positivos) e formada segundo uma dada regra.
Também podemos dizer que, uma seqiiéncia é uma fungdo

cujo dominio é o conjunto dos inteiros positivos.

Cada nimero da seqii€ncia chama-se termo; a € o -€simo termo
ou termo geral. Uma seqiiéncia serd finita ou infinita, conforme tenha ou
nao, um numero finito de termos.

Aseqiiéncia a,a,,...,a ,... também € representada abreviadamente

porfa, .

Exemplo 4.1 Os nimeros 2,7, 12, 17, ..., 32, formam um segqiiéncia fini-



Curso de Graduagdo em Administragio a Distancia

ta, cujo termo geral éa_=5n-3, paran =1,2,...,7. Ou ainda podemos

representar por{Sn - 3} .

Exemplo 4.2 Os niimeros, formam uma segqiiéncia infinita.

Exemplo 4.3 Os niimeros %, i, e 2—1n, ...ou {2—1’1} formam uma se-
qiiéncia infinita.

n

. , (3)" (4)  (n+1)
xemplo 4.4 Os niimeros Z,kz) ,kEJ ,...,k . J ,... formam uma

seqiiéncia infinita.

Exemplo 4.5 Escreva os primeiros 5 termos da seguinte seqiiéncia

2n-1
3n+2 |

Resolucao: Fazendo n =1em 2n-1 vocé tem 2x1-1 = 1
3n+2 3x1+2 5
Do mesmo modo, fazendo n =2 temosﬁ = E
3x2+2 8

Paran = 3,Vem%.Para n=4,veml.Para n=>5 Vemi.

) . a1 2n=1|
Portanto, os cinco primeiros termos da seqiiéncia { sao

, 3n+2
0S ndmeros

Exemplo 4.6 Escreva os primeiros 5 termos da seguinte seqiiéncia

3
n

Resolucao: Fazendo n =1 em 5 1—3
n

E assim por diante.

n
1-(-1)
Portanto, os cinco primeiros termos da seqiiéncia ———1! sdo

0S nUmeros
2 2 2

1_39 )?’ 9?'



Limite de uma seqiiéncia

Informalmente, podemos dizer que uma seqiiéncia tem limite
L (converge para L ), se a partir de um certo indice todos os
termos da seqiiéncia se aproximam cada vez mais de L . Ou,
ainda dizemos que, uma seqiiéncia {an} tem o limite L, se
para todo € > 0, existe um niimero N >0, tal que ‘an - L‘ <
e Y inteiro n> N e escrevemos

lim an=L.

n— o

Intuitivamente, L é o limite de uma seqii¢ncia*, quando os

termos da mesma aproximam-se cada vez mais de L , quando

n— oo,

. 1
Exemplo 4.7 Seja a seqgiiéncia , entdo lim =—.
2n+1 n—=e 2n+1 2
. s 3
Exemplo 4.8 Seja a sequencza{ } entdo lim P 0.
- n—o J —

1
Exemplo 4.9 Consideremos a seguinte seqiiéncia {T}, entdo
1 n

lim ——=
n—o 'n

Exemplo 4.10 Seja a seqiiéncia {

=0.

oo 8n
, entdo lim =4.
2n+3 n—=» 2n+3

Se uma segqiiéncia {an} tem um limite, dizemos que a seqii-
éncia é convergente, e dizemos que a_ converge para aquele
limite. Se uma seqiiéncia ndo for convergente, dizemos que

é divergente.
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GLOSSARIO

Seqiiéncia*: ou
Sucessdao ¢ uma
lista de elementos,
ou seja, um con-
junto ordenado de
maneira que cada
elemento fica natu-
ralmente seqiiencia-
do. Uma sucessdo
¢ uma fung¢do com
dominio igual ao
conjunto dos nime-
ros inteiros positivos
(ou, o que é 0 mes-
mo, o conjunto dos
nimeros naturais
nao-nulos). Fonte:
http://pt.wikipedia.
org/wiki
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2 n—= 2p* +1

4n’ ) 4n’ 4
Exemplo 4.11 A segiiéncia L elim —4— = 2, portanto
2n” +1 2

€ convergente e tem limite 2.
n n 0 51
Exemplo 4.12 A seqgiiéncia {(—1) + l}elim [(—1) + 1] _jone 1mpar’
. 2, n é par

portanto a seqiiéncia é divergente.

1 1 1
Exemplo 4.13 A seqiiéncia {; * 1} ,elim nr =2 portanto é con-
n —_—

1
vergente e tem llmll‘ea .

n—o

2 2
Exemplo 4.14. A seqiiéncia {n * 1}, e lim 27 ! =00 (ndo existe o
n n

limite), portanto a seqiiéncia é divergente.

Seqiiéncias monotonas crescentes e decrescentes

Definicao 4.4 Dizemos que uma seqiiéncia {an} é
Vn:

(i) decrescente, sea, = a Vn.

n+l”?

(i) crescente, sea < a

n+l’

Se uma seqii€ncia € crescente ou decrescente, ela ¢ chamada mo-

notona.
1 2 4 1
Exemplo4.15Aseqit‘éncia—,—,é,—,...,i, nT 5 oen OU
" 3'5°7°9 2n+1 2n+3
, € crescente, pois
{2n+1}
n n+1l

I+l 2n+3
De fato,

n n+l1

2n+1s2n+3=n(2n+3)s(n+l)(2n+1)

=2 +3n<2n*+3n+1,

o que vale sempre.

Exemplo 4.16 A segiiéncia 1,1,1,1, ...,l, ! , ..., € decrescente,
1 1 2°3°4 n n+l

porque — > .
n n+l
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=n+1>n, o que vale sempre.
Vamos verificar se vocé
estd acompanhando tudo
até aqui? Procure, entdo,
resolver os exercicios
propostos.

1
De fato, — >
n n+l

Exercicios propostos — 1

~7,... determine o termo gerala .

h o2 >
b)  Dada a seqiiéncia 1,5, >

7

,... determine o termo gerala .

9

Dada a seqiiéncia — lf —%,
9

Escreva os primeiros 5 termos das seguintes seqiiéncias:

2)
)
a)
2.46....2n
b) {(1 + € } .
I\ 3n
n+l
-1
C) ( ) >
n
3)  Calcular o limite das seguintes seqiiéncias
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GLOSSARIO

Limite*: é usado
para descrever o
comportamento de
uma fungdo a me-
dida que o seu argu-
mento se aproxima
de um determinado
valor, assim como o
comportamento de
uma sequéncia de
numeros reais, a me-
dida que o indice (da
sequéncia) vai cres-
cendo, ou seja, tende
para infinito. Fonte:
http://pt.wikipedia.
org/wiki

4)  Verificar se as seqii€ncias abaixo s@o mondtonas crescentes ou

mondtonas decrescentes.

n
2n+1

a)

2

b n!

Limites de funcOes

O conceito de Limite™ € importante na constru¢do de muitos outros
conceitos no cdlculo diferencial e integral, por exemplo, nas no¢des de
derivada e de integral que serdo abordados nas unidades 5 e 7, que sdo os
suportes de toda a construgao das varidveis fisicas, além da importancia

no calculo de area e volumes.

A nocao de limite

A nocido de limite fornece um caminho preciso para distinguir
o comportamento de algumas funcdes que variam continuamente, € 0
comportamento de outras fungdes que podem variar, independente do
modo como se controla as varidveis.

E com base nisso, que pretendemos apresentar a vocé, uma nogio
intuitiva de limite, para que voc€ possa observar o que ocorre com a fun-
¢do f(x), quando x tende para um nimero real a ou quando x tende
para mais ou menos infinito. Usaremos limites, por exemplo, para definir
retas tangentes e graficos de funcgdes. Essa aplicacdo geométrica nos leva
ao importante conceito de derivada de uma funcdo, que investigaremos,
com detalhes, na unidade 5.

Dada uma fung¢@o f, voc€ quer saber o que ocorre com os valores
f(x),quando a varidvel x se aproxima de um ponto a . Para vocé enten-

der isto melhor, considere a fungdo f definida pela expressao abaixo:

_Bx+2)(x-1
T




A funcdo f esta definida para todo x real, excetox = 1. Assim,

se x = 1, o numerador e o denominador de f podem ser divididos por

(x=1), e vocé obtém

Vamos estudar juntos os valores da funcio f(x), quanto x estiver
préximo de 1, mas ndo € igual a 1. Primeiro, vamos considerar valores de

x cada vez mais proximos de 1, com x <1 e observaremos o que esta

f(x)=3x+2, para x=1.

acontecendo com f(x), conforme o quadro abaixo:

Agora, vamos considerar que a varidvel x aproxima-se cada vez

0,25

0,5

0,75

0,9

0,99

0,999 |0,9999

0,99999

2,75

35

4,25

4,70

4,97

4,997 | 4,9997

4,99997

mais de 1, com x >1 e observar o que esta acontecendo com f(x):

x> 1

f(x)=3x+2

Observamos, em ambas os quadros, que enquanto x se aproxima
cada vez mais de 1, a funcdo f(x) se aproxima cada vez mais de 5.
Em outras palavras, é possivel obter o valor de f(x) tao proximo de 5

quando desejarmos, desde que tomemos x suficientemente proximo de

1,75

1,5

1,25

1,1

1,01

1,001

1,00001

8

7,25

6,5

575

5,30

5,03

5,003

5,00003

1. Examine o grafico de f(x), a seguir:

Figura 4.1

v

Moddulo 2
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Para x cada vez mais proximo de 1, f(x)aproxima-se de 5 e es-
creve-se a seguinte expressao:
lim f(x) =1lim(3 x +2) =5.
x—1 x—1

Lé-se:

O limite da fungdo f(x), quando x aproxima-se de 1, é 5,
ou ainda, o limite de f(x), quando x tende a I, é 5. Isto
significa dizer que o valor da expressdo 3x + 2, cada vez
mais aproxima-se de 5, a medida que os valores de x estdo

aproximando-se de 1. Quando x —1 , f(x)—S5.

Consideremos agora a funcdo f, definida pela expressao

f(x)=ﬂ,parax=l.
x-1

Queremos saber o que ocorre com a fun¢ao f(x) quando x tende
para 1, através de valores de x >1 e o que ocorre com a funcdo f(x),
quando x tende para 1, através de valores de x < 1. Vejamos o que acontece

com f(x), no quadro abaixo, quando x tende para 1, através de valores

dex>1.

2 L5 |1,25 |11 1,01 1,001 1,0001

7 11 19 43 403 4003 40003

Observamos que, quando x tende para 1, através de valores de
x >1 ou pela direita de 1, a fun¢do f(x) cresce indefinidamente ou a
fung¢do f tende para + o e, pode-se dizer que o limite de f(x) quando

x tende a 1 pela direita é + o, x =17, f(x) — +o e anota-se por

lim £(x) = lim > +11 — 400

x—1* x—=1" X —=

Vejamos o que acontece com f(x), no quadro abaixo, quando x

tende para 1, através de valores de x < 1.
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0 0,9 0,99 0,999 0,9999

-1 -37 -397 -3997 -39997

Observamos que quando x tende a 1, através de valores de x <1
ou pela esquerda de 1, os valores absolutos da fungdo f(x) crescem e sao
negativos ou a fungdo f tende para —o, e pode-se dizer que o limite de
f(x) quando x tende a 1 pela esquerda é—o, x =1, f(x)—= -, e
anota-se por

lim £(x) = lim > *11 -

x— 1" x—=1" X =

Apresentaremos agora a defini¢do formal de limite de uma funcéo.

Seja I um intervalo qualquer, a € I e f(x) uma func¢do
definida no intervalo I, (exceto eventualmente em a). Diz-se
que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escreve-se
lim f(x) = L,se para todo ¢ (epslon), € >0, existe um d

X—>a

(delta), & >0, tal que

‘f(x)—L‘<esempreque0<‘x—a‘<6,

Teoremas sobre limites de fungdes _ .
A partir de agora vocé

Teorema 4.1 Unicidade do limite: vai conhecer, sem
demonstragdo, os teoremas

Selimf(x)=L e limf(x)=MentioL=M.  hre |imites de fungdes e
suas aplicac¢des na resolucao
de problemas. Estes
teoremas desempenharao
lim /(x) = limk = k. um papel importante em
A o todo 0 nosso curso.

&

Teorema 4.2 Se f(x)=k para todo x real, entdao

para qualquer nimero real a , tem-se
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Exemplo 4.17 Considere f(x)=4 e a =2 entdo hn; f(x)= lirr% 4 =4,

Ou seja, o limite de uma constante é a propria constante.

Teorema 4.3 Se lim f(x)=L e limg(x)= M, entdo,

@) lim(f(x) = g(x)) = limf(x) = limg(x) = L = M .

b) Para qualquer niimero real k , tem-se

lim (& x f(x)) = kxlim f(x)= kx L .

c) li_r)n(f(x)xg(x))= liinf(x)x l‘i_r)ng(x) =LxM.

lim f(x)
limf(x)=xf” =£seM;e0.
x>a g(x)  limg(x) M

o tim( 1) = tim /0| = 2.

d)

Teorema 4.4 Se lim f(x)=b¢ lirr}} g(y)=L,comL = g(b), entdo
xX—a y—
tim g /() = g 1im /().
Observacao Pelo Teorema 4.3(e) podemos concluir

n
limx" = (limx) =qa".
X—a X—a

Por exemplo, \
lim x° = (limx) =2’=8.
x—2 x—2
Teorema 4.5 SejambER, b=1,b>0 ¢ nE€N. Se lim f(x)=L,

entao

) lim / (x)
a) limb’ ™ =p—~""" =p*-.

X—a

b) lim(log, f(x))= logb(lim f(x)) ~log, L, para L > 0.

¢) lim (/f(x) = :</limf(x) =</Z, para todo n se L=0 e s6
para n impar se L<0



Observacdo Seja p(x) = b x"+ b | X"+ ..+ b x +b,, umpolinomio

qualgquer, pelo teorema 4.3(a) e (b) e pela observacdo 4.1, temos

lim p(x) =lim( bx"+ b, X" +..+bx +b,)

=limb x" + limbn_l)c"'1 +...+limbx +limb,

X—>a X—>a X—>a X—>a
=b limx" +b _ limx"" + ..+ b limx + limb,
X—a X—a X—a X—a
=p(a).

Logo,
lim p(x) = p(a).

Por exemplo,

(i) lim(2x° = 7x +4)=2x 22 =T x 2+ 4
=2x4-7x2+4=8-14+4=18.

(ii) lim(x5—3x4+2x3+2 )=15—3x14+2x13+2
x—1

=1-3+2+2=2.

Vejamos agora alguns exemplos resolvidos.

Exemplo 4.18 Calcular

o oXT+7x=2
lim=————=
x>l 3x-5

Resolucio: Aplicando o Teorema 4.3(a), (b) e (d), obtemos
¥ a7x—n lm(x*+7x-2)

lim = 2=l

x>l 3x-5 11m(3x—5)

x—1

. 2 . .
Iimx” +lim7x - lim2
_ x—1 x—1 x—1

- lim3x — lim5

x—1 x—1

limx* +lim7 x lim x — lim 2
x—1 x—1 x—1 x—1

lim3 x limx - lim5

x—1 x—1 x—1

Moddulo 2
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=——=—=-3.
3x1-5 -2
Portanto, .
lim >t Tx -2 _ 3
x> 3x-5
Exemplo 4.19 Calcular

}Ciir%[(x - x(x+ 5)] .

Resolucao: Inicialmente vocé aplica o Teorema 4.3(c) o Teorema
4.3(e), vem

lim [(x -1 x(x+ 5)] = lim(x - )" x lim(x + 5)
= (}Ciil’%(x - 1))10 X }Cilré(x +5)
=(0-1)"x (0+5)=(-1)"x 5
=1x5=5.

Portanto,

lim [(x D x (x+ 5)] =5.

x—0

Vamos verificar agora

se vocé compreendeu 0s
teoremas sobre limites. Para
uma melhor compreensao,
resolva os exercicios a seguir.
Caso tenha duvidas, procure
auxilio junto ao Sistema de
Acompanhamento.

&
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Exercicios propostos — 2

Calcular os seguintes limites:

2)
3)

4)

-
lim

=27 x =2

lim

2x® —10x? +8x +1

=2 x*-5x-6
llm 3(x3 +3x +2)
x—-1 )

. 2x-3
lim .
Llox+5
2

. 2x
hm«’— .
=1\ =-3x+5

Limites laterais

Os resultados desta unidade

serdo importantes para toda a
seqiiéncia de nosso curso. Por
1880, SO passe para a proxima
unidade quando tiver resolvido

0s exercicios propostos acima. Se
vocé ainda tem alguma duvida,
releia o contetdo e depois retorne
aos exercicios. Este procedimento
pode ser bastante qtil.

Na subsec¢ao anterior analisamos o comportamento de uma fungao

f(x),quando x se aproxima de um nimero real a e quando x assume

valores (positivos ou negativos) de valor absoluto muito grande. O nosso

objetivo agora € estudar os casos quando x tende para a pela direita,

X —>ae x>a ouquando x tende para a pelaesquerda, x = ae x <a

e com isto identificar a existéncia de limite de uma fun¢do através dos

limites laterais, e esbocar o grafico de uma fung@o usando limites laterais.

Para isto vejamos as seguintes definigdes.
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Limite a esquerda

Se f(x) tende para L, quando x tende para a através de
valores menores que a diz-se que L, é o limite de f(x)

quando x tende para a pela esquerda e indica-se por

lim f(x)=L,.
Limite a direita

Se f(x) tende para L, quando x tende para a através
de valores maiores que a diz-se que L, é o limite de f(x)

quando x tende para a pela direita e indica-se por

lim f(x)=1L,.

X—=>a

Vamos ver agora alguns exemplos, aplicando as defini¢cdes acima.

Exemplo 4.20 Seja a funcgao f definida por

X+l sex < 1
f(x)=14, se x
4-x, sex > 1

Il
—_

Determinar:

a) lim f(x);

x—1"

b) lim f(x);

x—1*

¢) Esboce o grdfico de f(x).

Resolucio: Pela definicdo de limite a esquerda, vocé responde a letra a).
Observe que a funcio f(x)estd definidapor f(x)=x>+1 se x <1

Logo,
lim f(x)=lim(x*+1)=1"+1=2.
x—1"

x—1"
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Assim,
lim f(x)=2.

x—1"

Agora, pela defini¢@o de limite a direita vocé responde a letra b). Ob-
serve que a funcdo f(x) estd definida por f(x)=4-x se x> 1.
Logo,
lim f(x)=lim(4-x)=4-1=3.
Assim, o o
linll+ f(x)=3.
c¢) Note que f(1) =4 . Com estas informagdes, de que f(1) =4,

lim f(x)=2elim f(x) =3, vocé consegue perceber como f(x)
x—=1*

x—1"

se comporta quando x estd proximo de 1. Para esbocar o grifico

de f(x), dé valores parax, x <1 e calcule os valores de f(x)
correspondentes através da expressdo x> + 1; dé valores para x > 1
e calcule os valores de f(x) correspondentes através da expressao
4 — x e veja o grafico de f(x), abaixo.

y

41 e
3__
i
0 1 4 x

Figura 4.2

Exemplo 4.21 Considere a funcdo

x*-1, se x=-2
X) = .
S {2x+7, se x>-2
Determine:
a) lim f(x);
x—=-2"
b) lim f(x);
x—-2"
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¢) Esbocar o grdfico de f(x).

Resolucao: Pela defini¢do de limite a esquerda, vamos resolver letra
a). Observe como estd definida a fung@o acima para valores de x

a esquerda de -2, ou seja, parax < -2.

Assim,
f(x) = x> =1 se x=-2
e
lirr21_ f(x)= lirrzl_(x2 -D=(-2"-1=4-1=3
Logo,
lin} f(x) = 3.

Pela definicao de limite a direita, vamos resolver a letra ). Para
valores de x a direita de-2, a funcdo f(x) estd definida por
f(x)=2x+7 se x>-2 ¢

lim f(x)= lim (2x+7)=2x%x(-2)+7=3.

x—-2" x—-2*

Logo,
lim f(x) =3.

x—-2"

Portanto,
lim f(x) = lim f(x) = 3.
x—-2" x—-2*
¢) Note que f(-2)=(-2)-1=4-1=3. Como f(-2)=3 e
lim f(x)= lim f(x)=23, para esbogar o gréfico de f(x), dé

x—-2" x—-2"

valores parax, x <= -2 e calcule os valores de f'(x)corresponden-

tes, através da expressdo x” — 1, dé valores para x > -2 e calcule os
valores de f(x) correspondentes, através da expressdo 2x + 7 e veja

o grafico de f(x), abaixo:
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Figura 4.3

Teorema de existéncia do limite
Seja I um intervalo aberto, aum ponto deste intervalo e
f 1 -{a}— R. Entdo existe

lim f(x)=L < 1im+f(x)= lim f(x)=L.

X—>a x—a xX—a

Vejamos agora, alguns exemplos de aplicacdo do teorema de exis-

téncia do limite.

Exemplo 4.22 Considere a funcdo
x*+1, se x<2
f(x) = 11, se x= 2.

X +3, se x>2

Determine o lim f(x) , se existir, e esboce o grdfico de f(x).

x—2

Resolucao: Para determinar o lim f(x) , vamos calcular os limites
x—2

laterais de f(x), ou seja, calcular lim f(x) e lim f(x). Paracal-
x—=2"

x—2"

cular lim f(x) ,observe na fun¢do dada que f(x) estd definida

x—=2"

por f(x) = x*+1 para valores de x menores que 2.
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Assim,
lim f(x) = lim(x*+1)=2>+1=5.
x—2" x—2"

Para calcular hm f(x) ,observe na fung¢@o dada que f(x) estd
definida por f (x) x +3 para valores de x maiores que 2.

Assim,
lim f(x) = lim(x +3) = 2 + 3 = 5.
x—2* x—2*

Como hm f(x)=5¢e llm f(x)=75, pelo teorema acima temos
11n3 f(x) =

Para esbocar o gréfico da fungdo f(x) vocé utiliza o mesmo pro-

cedimento do exemplo anterior, conforme vemos abaixo:

A

tof—b- -
v

Figura 4.4

Vamos conferir se voce esta
acompanhando tudo até aqui!
E, para isto, tente resolver os
exercicios propostos a seguir.
Caso tenha duvidas busque
esclarecé-las antes de seguir

adiante.

&



Exercicios propostos — 3

1)

2)

3)

4)

5)

penderd, fundamentalmente, o entendi-
mento de continuidade de uma funcao,

que serd estudada posteriormente.

Tx -2, se x=2

x*=2x+1, se x<2

Seja f(x) = {
Calcular: lim S(x), lim f (x)eliil% f(x).

X+1, se x<0
Seja f(x)= 12, se x=0

ANx+5, se x>0
Calcular: lim f(x), lim f (x)elirré f(x).
x—=0" x—=0" x—

Seia £(x) x+1, se x<2
eja f(x) =
VX +1, se x=2

Calcular: lim f(x), lim f (x)elin} f(x).
x—2* x—2" x—

Seja f(x) uma funcdo definida para todo nimero real por

x> —4x, se x=-2
f(x)=
4-k, se x>-2
Determinar o valor da constante k& para que exista lirn2 f(x).
2
Seja f(x)= X 6x+8, se x>4
4-x, se x<4

Calcular: lim f(x), lim f (x)elirri f(x).
x—4- x—4* x—

Moddulo 2

Os exercicios desta unidade t€ém por
Da nogdo de limite lateral, de- objetivo contribuir para o amadurecimento

do conceito da existéncia do limite de
uma funcio. Para isto, € importante que
voceé tenha resolvido a maioria deles. Se

vocé sentiu alguma dificuldade, reveja

os exemplos, pois eles lhe dardo os
subsidios necessarios para a resolucao dos
problemas propostos.

&
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Indeterminacoes

Anteriormente, vocé estudou os Limites Laterais. Agora vamos
entender melhor o que vem a ser Indeterminag@o. Nosso objetivo aqui é
“levantar” uma indeterminagdo que é uma expressao sem sentido que se

obtém ao tentar calcular um limite. Por exemplo, usando erroneamente a

letra d) do Teorema 4.3 para calcular lim / ((x))
X—=>a g X

que ndo possui significado. Neste processo utilizaremos alguns artificios

. -0
se chega a expressao 0

algébricos.
Até agora calculamos limites do quociente entre duas fun-

coes, aplicando o Teorema 4.3 letra d). Veja o exemplo 4.18 resolvido

2
. X" +Tx=-2 - R ~
(hm? = -3). Utilizando este teorema, voc€ notou que nao
x—1 X —

houve nenhuma dificuldade para encontrar o valor do referido limite,

mas podem ocorrer situagdes em que voc€ usando erroneamente a letra
0 . . .

d) do Teorema 4.3, encontre —. Cuidado quando isto ocorrer. O limite

nunca é 0’ pois 0 nao € nimero algum. Neste caso, o que fazer? E o

que veremos a seguir:
Consideremos f(x) e g(x) fungdes tais que lil’I(l) f(x)=0 ¢

lingg(x)=0. Em principio, nada se pode afirmar sobre o

lim f(x)
lim J(x) = x=0 = 0 (com a aplicacdo indevida do Teorema 4.3
=0 g(x) l}ngg(x) 0

letra d).
Dependendo das fungdes f e g, o limite pode assumir qualquer

valor real ou nao existir.

. 0 . L
Diz-se que 0 € uma indeterminagdo, ou um simbolo de

indeterminagdo.




Para seu melhor entendimento, vejamos os exemplos abaixo.

Exemplo 4.23 Sejam f(x)=x" e g(x)=x’. Calcular lim ()

=0 g(x)
Resolucio: Tem-se

lim /(x) = limx* = 0" = 0
€

lim g(x) = lim xX=0"=0

Mas,
JS(x) x*

lim———= = lim—3 =limx = 0.
x—0 g(x) x—0 X x—0

Exemplo 4.24 Sejam f(x)=x" e g(x)=4x". Calcular lim S(x)

=0 g(x)
Resolucao: Vocé tem
lim f(x)=limx’=0’=0 e lim g(x) = lirré4x3 =4x0=0.
x—0 x—0 x— x—
Neste caso,
lim .
x=0 g x) x—=04 x3 =04 4

Exemplo 4.25 Calcular limx—_1 .
x=lx®—4x+3

: 0
Resolucao: Quando x = 1temos a determinagdo (—) . Neste caso,

x-1 x4
X —4x+3 (x<1)x-3) Xx-3

Portanto,
. x-1
lim

5 =-2
=l x®—4x+3

. 1
=lim——
x—>lx =3
Tentando calcular limites de fun¢des aplicando os teoremas vistos,
vocé€ pode chegar a outras expressdes, cujo significado ou valor, ndo é
determinado. Ao todo sao sete tipos de indeterminagoes:

Moddulo 2
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Os tipos de indeterminagoes:

0
0,

@ 0 qo 0
;,0.00,00—00,0,1 e © .

Sempre que no cdlculo de um limite vocé chegar a um destes
simbolos, deve buscar alguma alternativa para obter o valor
do limite usando artificios algébricos. A este trabalho dd-se
o nome de levantamento de uma indeterminagdo. Este pro-
cesso também pode ser resolvido na unidade 6, Aplicacéoes de
Derivada, usando a regra de I’Hospital, que também trata
de limites de fungdes com indeterminagoes. Recomendamos

a vocé uma releitura dos limites.

Limites infinitos

Consideremos a fung@o definida por f(x) = para x = 3.

(x-3)"
Queremos determinar os valores da fun¢do f(x) quando x estd proximo

de 3. Para x se aproximando de 3 pela direita, x >3, temos os valores

de f(x), dados no quadro abaixo:

35 325 3,125 |31 |3,01 3,001

8 32 128|200 |20.000 |2.000.000

Observamos que, fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3,
com x >3, f(x)cresceilimitadamente, isto &, pode-se tornar f(x) tao
grande quanto vocé desejar, desde que se tome x bem proximo de 3.

Escreve-se

+00

b

im—=— =
=3 (x = 3)

ou seja, quando x — 3", f(x)— +o.



Agora vamos considerar x , aproximando-se de 3 pela esquerda.

Para x < 3 obtém-se os valores de f(x), dados no quadro abaixo.

2,5 2775 28 2,9 2,99 2,999

8 32 50 2.000 | 20.000 |2.000.000

Observamos que fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3,
com x <3, f(x)cresceilimitadamente, isto é, pode-se tornar f(x) tao
grande quanto vocé desejar, desde que se torne x bem préximo de 3.

Escreve-se
lim —— = +o0,
x—=3" (x - 3)2
ou seja, quandox — 37, f(x)— +o©.
Portanto, quando x se aproxima de 3 pela direita (x > 3) ou pela

esquerda (x < 3), f(x), cresce ilimitadamente, ¢ escreve-se

im—"— = 4o,
=3 (x - 3)

Escrevemos lim f(x) = +o paradizer que f(x) cresce ilimitada-
X—a

mente quando x tende paraa.
Se f(x)<0 para x proximo de a e o médulo de f(x) crescer

ilimitadamente, escrevemos lim f(x) = +.
X—>a

De maneira andloga, atribuimos significados para lim f(x) = oo
x—=a*

e lim f(x)==x.

x—a
Escrevemos limw f(x) =400 para dizer que f(x) cresce ilimita-
damente sempre qlfe ; crescer ilimitadamente.
De maneira andloga, atribuimos significado para lirP f(x)=-x
e

e lim f(x)= %00,

Moddulo 2
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Limite de Funcdo Racional

Este teorema vai nos facilitar o cédlculo de limite de uma fun¢do
racional quando a variavel x tende para mais infinito ou tende para menos

infinito. Vejamos o seu enunciado.
Teorema 4.7 Seja a fun¢do racional (o quociente entre dois po-
lindmios)

n n-1 n-2
P(x) a,x +ax +a, x " +.+a

O(x) b x"+b x"'+b X"+ .. +b

S(x)=
coma, = 0 e bo¢ 0.

Entao,
a xx"
[

lim ()= lim L) figy LXX

X—> * xéin(x)_x—)xoobaxxm
ou seja, o limite da fung@o racional f(x) € dado pelo limite da razdo ou

o quociente dos termos de maior grau dos polindmios P(x) e Q(x) .

Vejamos alguns exemplos, aplicando o Teorema de uma funcao

racional quando x — +.

Exemplo 4.26 Determinar

. 3T = x*+7x -1
lim 3 > .
xe-eSxT =2XT+x 43

Resolucao: Pelo Teorema acima, tem-se

) 3x° = x*+7x -1 C3x
lim ; > = lim ;
x=-w 5% —2x 4+ X +3 x>-=5x

= lim§=g.(Aquin=m=3).

v §
Portanto,
3 =x*+7x-1 3
lim 3 5 =—.
x5 _2x“+x +3 5




Moddulo 2

Exercicios propostos — 4

Calcular os seguintes limites:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

o Xt +3x-7
lim ————
x>+ D x4 ]
oo x*P+3x-7
lim ————
xore D x+1

o3 =T x +2xr+7
lim

e +2 x = X +2

lim 3x’-2x’+4).

X— + ®

) -2x
lim >
x—=-2t 4 - x

X -2 +7x7 42

lim ; 3
xeme X7 =2x" +4

4x* =3x° +2x% + x -1

lim
o 6x° +2x° -2

Nestes exercicios € nos anteriores,
voce teve a oportunidade de perceber
se entendeu a aplicacio dos teoremas

nelas enunciados. SO prossiga apos
fazer todos os exercicios propostos,
pois isto contribuird para um melhor
entendimento dos conteddos. Se
tiver duvidas, consulte o Sistema de
Acompanhamento.
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Fungdes continuas

Vocé vai ver agora que uma das conseqiiéncias importantes da
no¢ao de limite € a no¢do de continuidade de uma fungao.

Na linguagem quotidiana dizemos que o tempo € continuo, uma vez
que ele decorre de maneira ininterrupta. O relégio ndo salta, digamos, de
2 horas para 2 horas e 1 minuto, deixando um lapso de 1 minuto.

Em matemadtica usamos a expressdao continua em um sentido se-
melhante. Intuitivamente gostariamos de afirmar que uma fungdo f ¢
continuaem X = a , quando o grafico de f ndo tem interrupg¢do em a, ou
seja, o grafico de f ndo tem quebras ou saltos em a. Para muitas fungdes
continuas isto é verdadeiro, mas existem excegoes.

As consideracdes acima motivam as defini¢des a seguir.

Seja f uma funcdo definida em um conjunto X constituido
de uma reunido de intervalos e sejaa € X . Diz-se que a

Jfuncdo [ € continua no ponto a quando

lim /(x) = f(a).

A maior parte das funcdes elementares, vistas na Unidade 2, sdao
continuas em todo x real, por exemplo, f(x)=c, f(x)=ax+b,

f(x)=senx e f(x)=cosx.

Seja a € Dom f diz-se que uma funcdo f é descontinua

no ponto x =a se f ndo for continua emx = a.

Isto significa que f* € descontinua em x = @ , se ocorrer a0 menos

uma das seguintes condi¢des:



i) Nao existe lim f(x).

ii) Existe lim f(x), mas lim f(x) = f(a).
Vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 4.27 Seja
x-1,sex=<3

f(X)={

4, se x>3

A funcdo f(x) é descontinua no pontox=3, pois,
lim f(x)=lim(x-1)=3-1=2¢ lim f(x)=1lm4 =4, logo
x—>3"

x—3" x—3* x—3"
nao existe lim f(x).
x—3

Observe que f(3) =3-1=2, mas isto ndo é suficiente para a con-

tinuidade de f(x). Seria necessario que se tivesse lir% f(x)= 103
e

0 que jamais poderia ocorrer, visto que ndo existe lim f(x) . Vejao
x—3

grafico de f(x) abaixo.

Figura 4.5

Uma fungdo f € continua no conjunto X se f é continua

em todos os pontos de X .

Moddulo 2
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Por exemplo, as funcdes f(x)=tg x e g(x)=sen x sao continu-

. [ © = T
as nos intervalos l\—E, EJ el

% , respectivamente.

Vamos estudar agora, os teoremas elementares de fungdes continuas,

tais como: soma, produto, quociente € cComposi¢ao.

Teorema 4.11 Se as funcdes f(x) e g(x) sdo continuas emx =a,

entdo:

a) A soma, f(x)+g(x), é continua emx =a;
b) A diferenca, f(x)- g(x)é continuaemx =a;

¢) O produto, f(x) x g(x),éuma funcdo continua emx = a;

(x)

d) O quociente, f , € uma fungdo continua x = a, desde que

se tenha g(a) = 0.

Teorema 4.12 A composicio, (f 0 g)(x) = f ( g(x)) é continua em x = a,

desde que g(x) seja continuaem x = a e f(x) seja continua em g(a).

Observacoes
i) A funcdo polinomial f(x)=a x" +ax"" +..+a écontinua
g p 0 1 n

em(—OO,+oo)=R.

(ii) Uma funcdo racional é continua em todo niimero real de seu

dominio.

(iii) As fungoes abaixo sdo continuas em todo niimero real x de

seu dominio:

f(x)=a", g(x)= log x, h(x)= \/;

Exemplo 4.28 As funcées f(x)=x" e g(x)=3x sdo continuas para
todo niimero real x , logo, (f + g)(x)= X" +3x ¢é continua para todo

nimero real x .



Exemplo 4.29 As funcdes f(x)=x+1 e g(x)=cosx sdo continuas
para todo niimero real x , logo, (f x g)(x)= (x+1)xcosx ¢ continua

para todo niimero real x .

Exemplo 4.30 As funcées f(x)=x" e ]) x*+1 gsdo continuas
s A
J(x)
g

é continua

para todo niimero real x , logo, ( >

xX) x"+1
para todo niimero real x . 8 )

Exemplo 4.31 A funcdo f(x)=2x" - x’ +3 x* —1 ¢ continua para todo

nimero real x .

Exemplo 4.32 As funcoes f(x)=2x+1 e g(x)=2x sdo continuas para
todo niimero real x , logo (f 0 g)(x) = f(g(x)) = f(2 x) =4x+1,isto

é, ( fo g)(x) = 4Xx + 1€ continua para todo niimero real x .

Vamos analisar a continuidade de uma funcio num determinado pon-

to, x = a , e para isto consideraremos os seguintes exemplos resolvidos:

Exercicios propostos — 5

x2+1, se x>2
1) Seja f(x)=15, se x=2
Tx-9, se x<?2

Verificar se f(x) € continuaemx = 2.

2)  Verificar se a funcdo f definida por
x*P-x, se x<-3
f(x)=1x’+2, se x>-3

4, se x=-3

€ continua no pontox = -3.

Moddulo 2
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x-1, se x<3
3) Seja f(x)=15, se x=3
8—x, s¢ x>3

Verifique se f(x) € continuaemx = 3.

Saiba Mais...

Para aprofundar os contetidos abordados nesta unidade, consulte:
B FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: Fun-
¢oes, Limite, Derivagao, Integracdo, 5. ed. Sao Paulo: Makron
Books, 1992.
B LEITHOLD, Louis. O calculo com geometria analitica. 2° ed.
Sdo Paulo: Harba, 1994. Vol. 1.

[l http:/pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/superior.htm

RESUMO

Nesta Unidade, vocé teve a oportunidade de estudar e
compreender a definicdo de limite de uma forma intuitiva,
bem como calcular limite de uma funcao, usando os teoremas
sobre limites, o significado dos limites laterais, limites no
infinito e limites infinitos. Percebeu também como levantar
uma indeterminacdo e aprendeu a analisar a continuidade de
uma funcio, aplicando limites laterais. Entendeu tudo até aqui?
Nao esqueca que a compreensao ¢ fundamental para que vocé
possa acompanhar a disciplina. S6 prossiga apds fazer todos
os exercicios propostos. O que veremos a seguir depende dos
conceitos abordados nesta unidade. Consulte o Sistema de

Acompanhamento, sempre que achar necessario.




RESPOSTAS

e Exercicios propostos — 1

1
1 a {— 2n—1}; b — L.
o {Ha-how {3}
- -1 1
PSS S e . , .
224246 24.68 2.4.68.10
b (4 (1) (l0) (1) 21y
\3) L) Lo} (12) "l 20)
C) la_lala_l’l
2°'3 4°5
2 - ..
3) a) g; b) oo (ndo existe o limite).
4) a) mondtona crescente;  b) mondtona crescente
e Exercicios propostos — 2
25° 12° 9’ 4° '

* [Exercicios propostos — 3

) lim f(x) =1

2, limf(x) =1e lirr% f(x)ndo existe.
x—>2" x—

x—=2"

2) lim f(x)=1; lim f(x)=+\/§. Naio existe ling f(x).
x—=0" x—=0" xX—

3) lim f(x) = 3, lim f(x) = 3 elirr%f(x) = 3.
x—=>2" x—2* x—

4) k =-8.

5) lim f(x) = 0, lim f(x) = 0 ¢ lin}f(x) = 0.
x—=4* x—4" x—

Moddulo 2
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* Exercicios propostos — 4

1 1
1 —; 2 +0; 3 —; 4 + ©
) 5 ) ) 5 )
5) -, 6) -0, 7) 0.
e [Exercicios propostos — 5
1) Sim, f(x)é continuaemx =2.
2) A funcdo dada ndo € continua em x = -3.
3) A fungdo f(x) ndo é continua em x = 3.



