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AULA

Numeros Naturais

META:

Apresentar os nimeros naturais axiomaticamente através dos ax-
iomas de Peano .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir ntimeros naturais axiomaticamente.

Saber fazer uso do processo de Indugao finita.

PRE-REQUISITOS

Conjuntos; Fungoes; Métodos de demonstragoes.
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1.1 Introducao

Prezado aluno, bem vindo ao curso Matemética para o Ensino
Fundamental. Esta é nossa primeira aula e logo de inicio fago-lhe
a seguinte pergunta: O que é um nimeros natural?

Até hoje estudamos nas primeiras séries do ensino fundamental,
a utilidade dos Numeros naturais: contagem. Neste curso esta-
mos interessados em saber qual estrutura matemética esté por tras
disto. Por que 24+3=5 e nao 2+3=47 Isto tem haver com a nogao
de sucessor que apresentaremos nesta aula.

Nestas primeiras aulas, seré apresentado a construgao dos Numeros
Naturais, bem como suas propriedades, de maneira axiomaética.
Isto sera feito através dos Axiomas de Peano, que recebe este
nome em homenagem ao matematico italiano Giuseppe Peano que,
em 1889, os apresentou na obra "Arithmetices Principia Nova

Methodo Exposita".

1.2 Axiomas de Peano

Toda teoria dos niimeros naturais pode ser deduzida a partir de 3
axiomas, intitulados Axiomas de Peano, que serao apresentados

a seguir.

Axioma 1.1. Axiomas de Peano: FEziste um conjunto, deno-
tado por N, e uma funcdo s : N — N que satisfaz as sequintes

aromas:
1) O Conjunto N é nao-vazio;

2) s : N — N ¢ injetora e o complementar de imagem de s é

um conjunto unitdrio.
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3) Para todo subconjunto A C N, tal que A contém o comple-
mentar da tmagem de s e contém a imagem de cada elemento

de A, tem-se A =N,

OBS 1.1. O conjunto N é chamado Conjunto dos Numeros

Naturais e seus elementos sao chamados ntmeros naturais.
OBS 1.2. O axioma 1 garante que N é nao-vazio.

OBS 1.3. A imagem de cada elemento de N é chamado de sucessor

deste elemento.

OBS 1.4. O axioma 2 nos diz que existe um elemento em N que

nao é sucessor de nenhum outro.

OBS 1.5. O ultimo axioma é chamado de Principio de Inducao
e geralmente é utilizado para mostrar que se uma proposigao é
valida para o primeiro elemento dos naturais e também é valida
para o sucessor de um natural arbitrario, entao a propriedade é

valida para os elementos de N.

Vamos utilizar a representacao indo-arébica para os nimeros nat-
urais: N = {1,2,3,4,...}. Note que o sucessor de 1 é 2, sucessor
de 2 é 3 e assim por diante. A partir dos sucessores, vamos definir

as operagoes de adicao e multiplicagao de ntimeros naturais.

1.2.1 Adicao de Numeros Naturais

Definigao 1.1. Seja N o conjunto dos nimeros naturaise s : N —
N a funcao sucessor. Definamos a soma de ntmeros naturais da

seguinte maneira:

m+mn:=s"(m)=%o...08(m)

15
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OBS 1.6. Note que, por definicao:
n+1=s(n),
n+ s(m) = s(m+n).
Exemplo 1.1. Para exemplificar, vamos calcular 2 + 3:
2+1) = s(2)=3
2+2) = s(2+1)=s(3)=14
(2+43) = s(2+2)=s(4)=5.
Proposicao 1.1. Dados n,m,p € N temos:
a) m+ (n+p)=(m+n)+p (Associatividade);
b) m+n=n+m (Comutatividade);

¢) Dados m,n € N exatamente uma das sequintes alternativas
ocorre: ou m = n ou existe ki € N tal que m = n+ k1 ou

existe ko € N tal que n = m + ka (Tricotomia);
d) Se m+n=m+p, entao n =p (Lei do Cancelamento);
Demonstragao.
a) Sejam,neNeA={peN:(m+n)+p=m+ (n+p)}.
Mostraremos que A = N, usando o Principio de inducao.

Observe que 1 € A, pois s(n) = n+1em+s(n) = s(m+n) =
(m+n)+1e, portanto, (m+n)+1=m+ (n+1). Agora,
seja p € A. Para concluir a demonstragao usando o principio

de indugdo, devemos mostrar que s(p) =p+ 1 € A. De fato
m+(n+s(p)) =m+s(n+p) =
A
= s(m+m+p)"E s((m—+n)+p) = (m+n)+ sp).

Logo s(p) € A e pelo Principio de Indugao (Axioma 3), A =
N.
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b) Inicialmente, mostraremos que m +1 = 1+ m, Vm € N.
Considere B = {m € N: m+1 = 1+ m}. Claramente
1 € B. Suponha, por hipotese de indugao (HI), que m € B.

Assim,
HI
1+s(m)=s(l+m) = s(m+1)=s(m)+1
Logo s(m) € B e, pelo principio de indugao, B = N.

Seja A={neN:m+n=n+m}. Comol e A, suponha
n € A. Afirmacao: s(n) € A. De fato,
m+s(n) = s(m+n) ngAs(n—Fm) =n+s(m)=

(@)

1

= n+(m+1) 16:Yn—i—(l—i—m) = (n+1)+m=s(n)+m.

Assim Y = N.

c¢) Primeiramente, vamos mostrar que n # n + ¢, n,q € N.
Com efeito, pelo axioma 2, 1 # 1 + ¢. Supondo n # n + gq,
ainda pelo axioma 2, obtemos s(n) # s(n +¢q) = s(n) + ¢
(s é injetiva). Logo pelo axioma 3 (Principio de indugao),

n#n+gq,Vn,q e N.

Voltamos a demonstragao de c¢). Sejam n € N e
A ={m e N:m e n Satisfazem a propriedade do item c)}.
Afirmacgao: 1 € A. Com efeito, ou m = 1 ou m # 1 e neste
caso existe ng € N tal que

1+mno=n0+1=s(np) =m (Axioma 2).

Suponha m € A. Assim, ou m = n ou existe ¢ € N tal que
m = n + q ou existe p € N tal que n = m + p. Afirmacao:
s(m) € A. De fato, caso m = n temos que (axioma 2)

s(m) = s(n) =n+ 1. Caso m = n+ ¢, ainda pelo axioma 2,

s(m)=s(n+q)=Mn+q¢+1=n+(qg+1)=n+s(q).

17
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No caso em que n = m + p temos que p = 1 ou p # 1. Se
p=1,n=m+1=s(m). Sep # 1, pelo axioma 2, p é

sucessor de algum pg € N, ou seja, p = pp + 1. Assim,
n=m+(po+1) = (m+1)+po = s(m) + po.

Analisando os casos estudados vemos que ou s(m) = n ou
existe ¢ € N tal que s(m) = n + g ou existe p € N tal
que n = s(m) + p. Portanto s(m) € A e, pelo principio de
inducao, A = N.

Sejam m,n,p € N tais que m +n = m + p. Suponha p # n.
Pela tricotomia, existe ¢ € N tal que n = p + ¢ ou existe ¢

tal que p=n+q. Se n = p + ¢, temos que
m+n=m+(p+q)=(m+p)-+gq,

o que é uma contradigao (ver demonstragao de c¢)). O caso

em que p = n + ¢ é deixado com exercicio. ]

1.3 Conclusao

Na aula de hoje, apresentamos os Ntumeros Naturais através dos
axiomas de Peano. Vimos também o principio de Indugao Finita,
que é extremamente importante para mostrar que certas propriedades
sao validas para os Naturais como pudemos observar na prova das

propriedades da adicao dos ntimeros naturais.

1.4 RESUMO

Axiomas de Peano: Existe um conjunto, denotado por N,

e uma fungao s : N — N que satisfaz as seguintes axiomas:
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1) O Conjunto N & nao-vazio;
2) s: N — N ¢ injetora e o complementar de imagem de
s ¢ um conjunto unitéario.

3) Para todo subconjunto A C N, tal que A contém o
complementar da imagem de s e contém a imagem de

cada elemento de A, tem-se A = N.
Propriedades da Adigao Dados n, m,p € N temos:

a) m+ (n+p) = (m+n)+ p (Associatividade);

b) m +n =n+ m (Comutatividade);

¢) Dados m,n € N exatamente uma das seguintes alter-
nativas ocorre: ou m = n ou existe ki € N tal que
m = n + ki ou existe ko9 € N tal que n = m + ko
(Tricotomia);

d) Se m+mn=m+p, entdo n = p (Lei do Cancelamento);

1.5 Proxima aula

Na proxima aula, Na proxima aula definiremos multiplicacdo de
nimeros naturais através da adi¢do e da fung@o sucessor e apre-

sentaremos o Principio da Boa Ordem.

1.6 Atividades

ATIV. 1.1. Usando a funcao sucessor, mostre que 3 +4 = 7 e
442=6

Sugestao: Veja exemplo 1.1.

ATIV. 1.2. Mostre que se m +n = m + p, entdo p # n + q,
qualquer que seja g € N.

Sugestao: Veja demonstragao da Lei do Cancelamento.

19
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ATIV. 1.3. Mostre usando o principio de inducao que:
a) 1+2+...n:w
b) 2+4...2n=n(n+1)
¢) 1+3+...2n+1)=(n+1)?

ATIV. 1.4. Mostre que

p(n):n>1=n>2

é verdadeira para todo n € N. (O enunciado nos diz que nao existe

namero natural tal que 1 < n < 2).

1.7 Leitura Complementar

LIMA, Elon L., Anélise na Reta Vol. 1, IMPA, Projeto Euclides,
5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

LIMA, Elon L., Matemética para o Ensino Médio 1, SBM, 5.ed,Rio
de Janeiro, 2008.

DOMINGUES, H. Fundamentos de Aritmética, Atual Editora, Sao
Paulo, 2001.



