AULA

Numeros Naturais:
Continuacao

META:

Apresentar as propriedades de Multiplicacao e o Principio da Boa
Ordem .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Entender o processo de multiplicagao de ntimeros naturais.

Saber fazer uso do processo de Segundo Principio de Indugao finita.

PRE-REQUISITOS

Axiomas de Peano.

2.0.1 Introducao

Prezado aluno, nesta aula definiremos multiplicacao de Numeros
Naturais apresentaremos propriedades que a multiplicagao pos-
sui. Além disso colocaremos uma relagao de ordem no naturais
e mostraremos o Principio da Boa Ordem que nos fala que todo
subconjunto dos Naturais possui um maior elemento.O interessante

é que este Principio equivale ao Principio de Inducao Finita.
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2.1 Multiplicagao de Nimeros Naturais

Antes de definir multiplicacado de ntmeros naturais, definamos a

fungao "soma com m"
fm : N — N
p +— fm(p)=p+m
Usaremos esta fungao para definir multiplicacao de nimeros natu-

rais.

Definigao 2.1. Seja N o conjunto dos ntimeros naturais. Defini-

mos a multiplicacao de dois niimeros naturais como:

m-1=m
n
—_——~
m-(n+1)=(fm)"(m) = fmo...o fr(m)
onde fp, : N — N é a fungdo "soma com m".
OBS 2.1. Observe que multiplicar um ndmero m por 1 néao o
altera, e multiplicar m por um ntmero maior que 1, ou seja, por

um numero da forma n + 1, é iterar n-vezes a operacao de somar

m, comegando com m.

Exemplo 2.1. Por exemplo 2-:3 = (f2)%(2) = 2+2+2 = s(3)+2 =
s(5) = 6.

OBS 2.2. Da defini¢ao de (f,,)" temos que a m-(n+1) = m-n+m,

VYm,n € N. De fato, se n = 1, temos que
m-1+m=m+m=(fn)(m)=m(l+1).

Se n # 1, temos que ele é sucessor de alguém, digamos ng, ou seja,

n = s(ng). Assim

m-n+m = m-(no+1)+m = (f,n)*") (m) = (f)"(m) = m-(n+1)
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Proposigao 2.2. Sejam m,n,p € N. Entdo

a) m-(n+p)=m-n+m-pe(m+n)-p=m-p+n-p
(Distributividade);

b) m-(n-p)=(m-n)-p (Associatividade);
c) m-n=mn-m (Comutatividade);
e) m-p=mn-p=m=n (Lei de cancelamento).

Demonstragao. Demonstraremos o item a) deixando o restante
como exercicio.

Seja A={peN:m-(n+p) =m-n+m-p}. Pelaobservacao
(2.2) temos que 1 € A. Suponha que p € A. Logo

m-(n+(p+1) = m-(n+p)+1)
= m-(n+p)+m-1pgA(m-n+m-p)+m

= m-n+(m-p+m)=m-n+m-(p+1)

Assim p+ 1 € A e portanto, pelo principio de inducdo, A=N. =

2.1.1 Relagao de Ordem

Nosso objetivo é mostrar que N é um conjunto ordenado, ou seja
que possui uma ordem. A relagdo de ordem do conjunto dos

Nuameros Naturais é definida através da adigao.

Definigao 2.2. Seja m,n € N. Dizemos que n é menor que m (ou
m é maior que n) e escrevemos n < m (ou m > n) se existe ¢ € N

talquen+qg=m
Proposicao 2.3. Sejam m,n,p € N.

a) Sem <n en<p, entao m < p (Transitividade);
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b) Ezatamente uma das sequinte alternativas ocorre: m = n ;

m<n ;n<m (Tricotomia);
c) Sem <n, entdo m+p < n+p (Monotonicidade da adi¢do);

d) Se m <n, entao m-p <n-p (Monotonicidade da Multipli-

cagao).
Demonstracao.

a) Considere m < n e n < p. Por defini¢do, existem ¢1,q2 € N
tal que m 4+ q1 = n e n+ g2 = p. Portanto, substituindo n

na segunda igualdade temos:
p=m+q)+e=m+(g+q@)=m+uz.
Como p=m+x, com x = q1 + ¢2 € N temos que m < p.

b) Pela Proposigao 1.1 item d), dados m,n € N uma das trés
alternativas ocorre:ou m = n ou existe k; € N tal que m =
n 4+ k1 ou existe ko € N tal que n = m+ ky. Portanto m =n

oum<noun<m.

c¢) Por hipdtese m < n, ou seja, n = m + ¢ para algum ¢ € N.

Assim

Pr sicao 1.1
ntp=(m+q) +p =

m+p) +q.
Logom+p<n+p

d) Exercicio.

OBS 2.3. Escrevemos m < n, para dizer que m < n ou m = n.

Lé-se: m menor ou igual a n.
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2.1.2 Boa Ordenacgao

Definigao 2.3. Seja A C N. Dizemos que p € A é o menor
elemento de A, se p <n ,Vn € A.

Exemplo 2.2. 1 é o menor elemento de N, pois se n # 1, ele é
sucessor de alguém, ou seja, existe ng € N tal que n = ng + 1.

Portanto 1 < n, Vn € N.

Definicao 2.4. Dizemos que p € A é o maior elemento de A, se

p>mn,,Vn e A

Pergunta: Existe ) # A C N que nao possui elemento maximo?
e minimo? Que nao possui elemento méaximo basta fazer A =
N. Ja para minimo, nao conseguimos tal conjunto. Para isto,

mostraremos o chamado Principio da Boa Ordenagao

Teorema 2.1. (Principio da Boa Ordenacao) Todo subcon-

junto nao vazio A C N possui menor elemento.

Demonstragao.

Seja X ={n e N:{1,2,3...,n} C N— A}. Note quese 1 € A,
1 é o menor elemento de A pois 1 é o menor elemento de N (ver
exemplo 2.2). Suponha entdo que 1 ¢ A. Logo 1 € X. Como
A # 0, temos que X # N. Assim, pelo principio de indugao, existe
m € X tal que m +1 ¢ A (caso contrario X = N). Ou seja
1,2,3...,m¢ A Logom+1€Aem+1<n,VneA. n

Teorema 2.2. (Segundo Principio de Indugao) Seja A C N
um conjunto com a sequinte propriedade:

1. dadon € N, se A contém todos os elementos m tal que m <

n, entao n € A.

Entao A =N.
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Demonstragao. Seja X = N — A e suponha X # (. Pelo
Principio da Boa Ordenagao (Teorema 2.1) existe p € X tal que
p<mn, VYn e X. Assim, se ¢ < p entdo ¢ ¢ X, ou seja, ¢ € A.
Mas, pelas hipoteses sobre o conjunto A, p € A, o que é uma

contradi¢ao. Logo X = (), ou seja, A = N. [

Exercicio 2.1. Mostre que o Segundo Principio de Indugéo im-

plica o Principio de Indugao (Axioma 3 de Peano)

Note que com o resultado do exercicio anterior, temos uma equiv-
aléncia entre Principio da Boa ordenagao, Segundo Principio de In-
ducao e Principio de Indugao. Portanto poderiamos ter construido
os Numeros Naturais substituindo o Axioma 3 por qualquer um

dos outros dois resultados.

2.2 Conclusao

Na aula de hoje, apresentamos a operacao de multiplicacdo e um
relacdo de ordem no conjuntos dos nimeros naturais. Além disso
provamos que todo subconjunto nao vazio de N possui menor ele-
mento.

Agora, caro aluno, sabemos o que é um numero natural e como se

define as operagoes neste conjunto.

2.3 RESUMO

Propriedades da multiplicagao: Sejam m,n,p € N. En-

tao

a) m-(n+p)=m-n+m-pe(m+n)-p=m-p+n-p
(Distributividade);

b) m-(n-p)=(m-n)-p (Associatividade);
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c¢) m-n =n-m (Comutatividade);
e) m-p=n-p=m =n (Lei de cancelamento).
Relagao de ordem: Seja m,n € N. Dizemos que n é menor

que m (ou m é maior que n) e escrevemos n < m (oum > n)

se existe ¢ e Ntal quen+q¢=m
Propriedades da relagao de ordem: Sejam m,n,p € N.

a) Sem <nen<p,entdo m < p (Transitividade);

b) Exatamente uma das seguinte alternativas ocorre: m =
n;m<n;n<m (Tricotomia);

c) Se m < n, entdo m + p < n + p (Monotonicidade da
adigao);

d) Se m < n, entdo m - p < n - p (Monotonicidade da

Multiplicagao).

Boa Ordenagao: Todo subconjunto nao vazio A C N possui

menor elemento

2.4 Proxima aula

Na préxima aula definiremos niimeros inteiros a partir dos ntimeros
naturais. Os inteiros serao classes de equivaléncia, por isso, caro

aluno é bom revisar o conceito de relacao de equivaléncia.

2.5 Atividades

ATIV. 2.1. Usando a defini¢ao de multiplicagao, mostre que 3.4 =
12e4.2=38

Sugestao: Veja exemplo 2.1.
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ATIV. 2.2. Se m < n, entdo m - p < n - p (Monotonicidade da
Multiplicagao)

Sugestao: Veja demonstragdo da Monotonicidade da Adigao.
ATIV. 2.3. Mostre que o produto de nimeros naturais possui as

seguintes propriedades:

a) Distributividade: m-(n+p)=m-n+n-pe (m+n)-p=
m-p+n-p

b) Associatividade: (m-n)-p=m-(n-p)
¢) Comutatividade: m-n =mn-m

d) Lei do Cancelamento: m-p=n-p=m=p
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