AULA

Numeros Inteiros

META:

Apresentar os niimeros inteiros axiomaticamente através dos Numeros
Naturais .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir nimeros inteiros axiomaticamente.

Realizar operagbes com os nameros inteiros com classes de equiv-

aléncia .

PRE-REQUISITOS

Numeros naturais e suas propriedades.

3.1 Introducao

Prezado aluno, nesta aula definiremos o conjunto dos Niimeros In-
teiros como classes de equivaléncia dos niimeros naturais. Ainda
nao trataremos os inteiros como sao tratados no ensino fundamen-
tal. Primeiramente daremos sentido a soma e multiplicagdo dos

inteiros como classes de equivaléncia.
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3.2 A construcao dos Nuameros Inteiros
No conjunto N x N considere a relagao ~ definida por
~:={((a,b),(c,d)) e N> xN? :a+d=b+c}, (3.1)

ou seja

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c.

Proposicao 3.4. A rela¢ao ~ definida em (3.1) é um relagao de

equivaléncia.

Demonstragao. Temos que mostrar que para a relagao ~ vale
a reflexividade, simetria e transitividade. Para mostrar a reflex-
ividade, basta notar que para todo (a,b) € N x N se verifica
a+b = b+ a, uma vez que a adigao de nimeros naturais é co-
mutativa. Logo (a,b) ~ (b,a).

Considere (a,b) ~ (¢,d), ou seja a +d = b+ ¢. Como a adigao
é comutativa e a igualdade é uma relacao simétrica, temos que

¢+ b=d+ a, ou seja, (¢,d) ~ (a,b). Portanto vale a simetria:
(a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,)

Mostraremos que a relagao ~ é transitiva. Considere (a, b) ~ (¢, d)

e (¢,d) ~ (e, f), ou seja,
a+d=b+c e c+f=d+e.
Assim,
(a+d)+f=0b+c)+f e b+(c+[f)=b+(d+e).

Aplicando associatividade, a comutatividade, lei do corte da adigao

nos nimeros naturais e a transitividade da igualdade obtemos

a+ f=b+e,
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ou seja, (a,b) ~ (e, f). Assim que a relagdo ~ é transitiva.

Portanto ~ é uma relacao de equivaléncia em N x N. |

Como ~ ¢é de equivaléncia, determina uma partigao neste conjunto

em classes de equivaléncia. Representamos (a,b) a classe do ele-

mento (a,b), ou seja,

—~

a,b) ={(z,y) e NxN:a+y=b+z}.

Seja Z o conjunto de todas as classes (a,b), para qualquer (a,b) €

N x N. Entao

(NxN)  ——

Z= = {(a,b) : (a,b) € N x N}.

~

Definigao 3.1. O conjunto Z é chamado Conjunto dos nimeros
inteiros e cada elemento deste conjunto é dito ser um nimero in-

teiro.

3.2.1 Adicao de Niumeros Inteiros

Definigao 3.2. Seja Z = {(a,b) : (a,b) € N x N}. Chama-se

adigdo de m = (a,b) e n = (¢, d) aplicacao

+ X7 —7
((a,b), (c,d)) — (a+ ¢, b+ d)

Proposicao 3.5. A aplicacao de adicao + estd bem definida.

Demonstragao. Sejam (a,b) = (¢,d) e (z,y) = (e, f). Assim

at+d=b+ce xz+f=y+e.

Logo
(a+d)+(x+f)=(0b+c)+(y+e),
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e portanto

Portanto a adicao independe dos representantes, ou seja, esta bem

definida. [

Proposigao 3.6. A adi¢do de nimeros inteiros possui as sequintes

propriedades:

a) (a,b)+(c,d) = (¢,d)+(a,b), V (a,b), (¢,d) € Z(Comutatividade);

b) (@8 +(ed)+e. ) = (@ b+ ((e.d) + (e, ), ¥i(@a,0), (e d), (e f) €
Z(Associatividade);

c) Ezxiste elemento neutro da adigao, denominado zero;
d) Eziste inverso aditivo.

Demonstragao.

a) Por defini¢do, (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d). Seja (z,y) €
(a+ec,b+d). Assim (a+¢)+y = (b+d) + 2 e pela co-
mutatividade da adigao de nimeros naturais chegamos, a
(c+a)+y = (d+b)+x. Dai, concluimos que (z,y) €
m. Como a classe independe dos representantes,

temos que

(a,0)+(c,d) = (a+c,b+d) = (c+ a,d+b) = (¢,d)+(a,b).

b) Exercicio.
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c¢) Inicialmete note que (z + a,z +b) = (a,b), ¥(z,x), (a,b) € 3
Z, pois b+ (x + a) = a + (z + b) e, por definigao, (a,b) €
(z + a,x +b). Por outro lado,

(z,x) + (a,b) = (v + a,z + b) = (a,b).

Portanto (z,x) é elemento neutro da adigao.

d) Note que

(a,b) + (bya) = (a+bb+a)=(a+b,a+b) = (z,x).

Assim (b, a) é inverso aditivo de (a,b).

Defini¢ao 3.3. Seja Z = {(a,b) : (a,b) € N x N}. Chama-se

multiplica¢do de m = (a,b) e n = (x,y) aplicagao

- L XD — 7

((a;0), (z,9)) +— (az +by,ay + bz)

Proposigao 3.7. A operacdo de multiplicacdo estd bem definida.

Demonstragao. Considere (a,b) = (a1,b1) e (¢,d) = (c1,d1).

Entao (a,b)-(¢,d) = (ac+ bd,ad + be) e (a1, b1)-(c1,d1) = (a1c1 + bidy, ardy + bicr).
Mas como (a,b) ~ (a1,b1) e (¢,d) ~ (c1,d1), entdo a+b; = b+aj e
c+dy = d+cy. Assim obtemos: c(a+b1) = c(b+ay), ai(c+di) =
ar(d+ c1), dlb+ ay) = d(a+b1) e by(d+ c1) = bi(c+ dy). De-
senvolvendo esses produtos, depois somando membro a membro as

igualdades obtidas, efetuando os possiveis cortes, obtemos
(ac + bd) + (a1d1 + b101) = (bC + ad) + (a101 + bldl),

ou seja,

(a,b)-(¢,d) = (ac +bd,ad + bc) = (a1c1 + bidy, a1dy + bici) = (a1,b1)-(c1,dq).
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Proposicao 3.8. Dados (a,b), (c,d), (e, f) € Z temos que:

a) (a,b) - (c,d) = (s,d) - (a,b) (Comutatividade);

b) ((CL, b) ’ (Cv d)) ’ (67 f) = (CL, b) ’ ((C? d) ’ (67 f)) (ASSOCiatin’dade);
c) Ezxiste elemento neutro da multiplicagao, chamado um.
Demonstragao.

a) Observe que pela definigdo de multiplicagdo e pela comuta-

tividade da adi¢do dos nimeros naturais temos:

(a,b) - (¢,d) = (ac+bd,ad+ bc) =

(
(ca + db,da + cb) =

= (¢, d) - (a,b).

b) Exercicio

¢) Considere o namero inteiro (z + 1,z). Note que

(z+1,2) - (a,b) = ((z + 1)a + xb, (x + 1)b + ax).

Além disso, a+(x+1)b+azx = b+(z+1)a+xb, ou seja, (a,b) €
((x +1)a+ xb, (x + 1)b+ az) Logo (x + 1,z)-(a,b) = (a,b).

3.3 Conclusao

Na aula de hoje, apresentamos os Numeros Inteiros como classes de
equivaléncia dos Naturais. E importante salientar que faz sentido a
definigao de classe de equivaléncia como apresentada, pois daremos
sentido, a posteriori, a expressao do tipo 5-3 e que ela representa
o mesmo inteiro 101-99, ou seja 5 + 99 = 101 + 3 o que significa
(5,3) = (101, 99).
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3.4 RESUMO 3

Relacao de equivaléncia em N x N:
~ = {((avb)7(cad)) S N2 X N2 . a+d:b+C},

ou seja,

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Definicao do conjunto dos Ntmeros Inteiros:

(a,b) ={(z,y) e NxN:a+y=>b+x}.

(NXN) _ a9 : (a,b) € N x N},

Propriedades dos Ntiimeros Inteiros: Dados n,m,p € Z

temos:
a) m+ (n+p) = (m+n)+ p (Associatividade);

b) m + n = n+ m (Comutatividade);

c) Existe m € Z tal que n+m =n, V n € Z (Existéncia

de Elemento neutro da adigao)

d) Existe k € Z tal que n+k =m, V n € Z(Existéncia de

Elemento inverso da adigao)

e)m-(n+p)=m-n+m-pe(m+n)-p=m-p+n-p
(Distributividade);

f) m-(n-p)=(m-n)-p (Associatividade);
g) m-n =n-m (Comutatividade);

h) Existe g € Z talquen-q=n,VneZ
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3.5 Proxima aula

Na préxima aula, apresentaremos uma relagao de ordem nos niimeros
inteiros e "enxergaremos"os nimeros naturais como subconjuntos
dos numeros inteiros. Além disso apresentaremos os principios de

inducao e do menor elemento para os inteiros.

3.6 Atividades

ATIV. 3.1. Mostre, usando a caracterizagao dos inteiros como
classes de equivaléncia, que a adicao dos niimeros inteiros é as-
sociativa. Sugestao: Veja demonstragao da comutatividade da

adicdo dos niimeros inteiros.

ATIV. 3.2. Mostre, usando a caracterizacao dos inteiros como
classes de equivaléncia, que a adicao dos ntimeros inteiros é as-
sociativa. Sugestao: Veja demonstracdo da comutatividade da

multiplicagao dos ntimeros inteiros.
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