AULA

Ordem dos Inteiros

META:

Apresentar ordem nos nimeros inteiros e os Principio de indugao
e do Menor elemento .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Usar o processo de indugao finita dos Inteiros.

Justificar a relacao de ordem dos ntmeros inteiros.

PRE-REQUISITOS

Construcao axiomatica dos nimeros inteiros.

4.1 Introducao

Prezado aluno, assim como nos nimeros naturais, podemos definir
uma ordem e aplicar o principio de indugao para os ntmeros in-

teiros. K o que faremos a seguir.

4.2 Ordem

4.2.1 Ordem dos Inteiros

Teste segao apresentaremos uma relagdo de ordem nos niimeros

inteiros.
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Teorema 4.1. A relagio Oz = {(z,y),(a,b) € ZXZ :x+b <
y+ a} € de ordem total em Z.

Demonstragao. Inicialmente afirmamos que a condigao (z,y) <

(a,b) independe dos representantes. De fato, sejam (z,y) = (u, w)

e (a,b) = (e,d). Entdo z+w = y+uea+d = b+ c. Desta
forma, pela comutatividade e associatividade da adi¢gao de niimeros

naturais, se x + b < y + a, temos

(u+bd)+(z+y) = (z+b)+(y+u)
< (W+a)+y+u) =(@y+a)+ (z+w)

= (w+ta)+(z+y).S

Pela Lei do Cancelamento, u + b < w + a, o que significa (u, w) <

(a,b).
Como z +y = y + x, temos que (z,y) < (z,y). Ou seja, Oz é

reflexiva.

Mostraremos agora a anti-simetria . Suponha (z,y) < (a,b)(a,b) <

(x,y). Assim

r+b<y+a e at+y<b+r,

donde concluimos que = + b = y + a, ou seja, (a,b) = (z,y).

)
Em Oy vale a transitividade, pois se (z,y) < (a,b) e (z,y)(x,y)
temos que

r+b<y+a e a+d<b+ec
Dai,
(x+d)+(b+a) = (z+b)+(d+a)
< (y+a)+(b+c)
= (y+co)+(b+a),

donde segue que z + d < y + ¢, ou seja, (x,y) < (¢, d).
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Para concluir a demonstracao do Teorema, falta mostrar que vale

a tricotomia. Sejam (zx,y), (a,b) € Z. Como a tricotomia é valida

para os naturais temos que
r+b<y4+a ou y+a<z+b.

Assim,

(z,y) < (a,b) ou (a,b) < (z,y).

Proposicao 4.9. Seja w € (x,y) € Z. Representamos o simbolo
"0 "a classe do elemento neutro para o adicao em Z. Considerando

a ordem Oy, temos:
a) 0 <w se, e somente se, v < y.
b) w <0 se, e somente se, y < x
Demonstragao.

a) Como o elemento neutro da adigao é representado pela classe

(2,2), z€ N. Assim

0<w<= (2,2) < (z,y) <= z2+y<z4+z<=y<uzx.

b) Exercicio

Definigao 4.1. Considere o conjunto dos nameros inteiros munido
da ordem total Oz. Os conjuntos descritos abaixo s@o, respecti-
vamente, chamados de conjuntos dos inteiros positivos e conjunto

dos nameros negativos:
Zy={weZ:0<w e w#0}

Zo={weZ:w<0 e w#0}.
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Corolario 4.1. A ordem Oy particiona o conjunto Z em 3 con-

Juntos mutuamente disjuntos.

Demonstracao.

Z=7,U{0} UZ_

O Teorema a seguir caracteriza os nimeros inteiros positivos, neg-
ativos e nos permite pensar os nimeros naturais como subconjunto

dos nimeros inteiros.

Teorema 4.2. Considere o conjunto dos nimeros naturais e o
conjunto dos numeros inteiros munidos, respectivamente, com suas

ordens (menor ou igual). Entdo:

Zy={(z,1):zeN e 1<z}

Z_={(1,z):zeN e 1<z}

Demonstragao. Note quesex € Nel <z entaoz+1< z+x,
Vz € N. Por outro lado assim (z, z) < (z,1) e portanto (z,1) € Z.

Logo {(xz,1) : 2 € N e 1 < a} C Zy. Seja (a,b) € Z;. Pela

definigdo de Z4 , b < a. Logo existe p € N tal que a = b + p.
Portanto a +1 = (b+p)+1 = a+1 =b+ (p+ 1) e assim

(p+1,1) € (a,b), ou seja, (a,b) = (p+1,1). Logo Z4 C {(z,1) :
zreN e 1<z}, donde Zy ={(z,1): 2 €N e 1<z} ]

Corolario 4.2. Se (a,b) = (x,1) entao o oposto aditivo de (a,b)

representado por —(a,b), é (1,z) = (b, a).

Corolario 4.3. O conjunto Z4y = {(z,1) : x € N e 1 < z}

satisfaz os axiomas de Peano.
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Demonstragao. Basta mostrar que existe uma bijecao que preserva 4

soma entre N = {1,2,....,n,...} e o conjunto Z. Seja

p: N —Z4
n +—(n+1,1)

Note que ¢(n) +p(m) = (n+1,1)+ (m+1,1) = (m+n+2,2).
(n+m+1,1) € (m+n+2,2). Note que (m +n+1)+2 =
(m+n+2)+1,logo (n+m+1,1) € (m +n+2,2). p(n)+e(m) =
(m+n+1,1) = p(m +n). Além disso, seja p(n) = p(m). Assim

(n+1,1)=(m+1,1)= (n+1)+1=1+(m+1). Logo m = n.

Note que (z,1) € Z4, 1<x, ou seja, existe p € N tal que z = p+ 1.

Logo, (x,1) = (p+1,1). Logo, ¢(p) = (z,1). Logo ¢ é uma
bijegao. N = [,.
OBS 4.1. Pela fungao definida no corolario anterior, se mZ, ou

m=(n+1,1)oum=(1,n+1) oum = (1,1). Assim se fizermos

m=(1,1)=0

a) (1+1,1) =(2,1) = +1, (24 1,1) = (3,1) = +2; e assim

sucessivamente.

b) (1,1+1)=—-(2,1)=-1, (1,24 1) =—(3,1) = —2.
Portanto torna-se valido escrever

Z={.-3-2-1,0123,.}

Por abuso e notagao, se x € (a,b), entdox € ((a+1)+1,(b+1)+1) =
(a+1,1)+(L,b+1)=(a+1,1) = (b+1,1) =a—b.

Definigao 4.2. Um conjunto ) # L C 7Z é limitado inferiormente
se existe w € Z tal que w < [,Vl € L.
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Principio Do Menor Inteiro 4.1. Todo subconjunto nao vazio

L C Z possui um menor elemento.

Demonstragao. Seja L um subconjunto nao vazio limitado in-
feriormente e w € Z tal que w < [,Vl € L. Se w € L, w é o
menor elemento de L. Suponha w ¢ L e considere o conjunto
S ={l+ (—w); | € L}. Note que S C Zy. Como Z; possui a
propriedade da boa ordenagao, S possui um menor elemento. Seja
I —w o menor elemento de S (I). Assim, [ —w <[l —w =1 <1,

para todo [ € L. Portanto [ é 0 menor elemento de L. ]

Indugao sobre os Inteiros 4.1. Fizado w € Z. seja L = {\ €
Z; w < A\}. Seja P uma proposigao tal que:

1) P é valida para w.

2) Se P ¢ valida para A € L, P é valida para A + 1.

Entao P é valida para todo A € L.

Demonstragao. Seja S o conjunto dos elementos de L tais que
a proposicao P nao ¢é valida, ou seja, S = {y € L: P(y) ¢ falsa}.
Suponha S # (. Como S # () e S ¢ limitado inferiormente, S
possui um menor elemento n € S. Mas w é o menor elemento de
L, ou seja, w < 7.

Afirmagao: w # n. De fato, por hipotese P(w) é verdadeira, logo
wéS.

Assim w < np—1 < 5. Como n é o menor elemento de S, a
proposi¢ao P vale paran—1. Assim P é valida para (n—1)+1 =1
(—+«). Portanto, S # 0.

Antes de apresentar propriedades aritméticas dos inteiros apre-
sentaremos algumas propriedades da multiplicagao.

Sejam a, b, c € Z. Entéao:
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a) a(b—c) =ab—ac

e) ab=ac = be (a #0)
Demonstragao.

a)
ab—c)+ac =a((b—c)+c)

=a(b+ (—c+0)
=a(b+0)=ab

Logo a(b — ¢) = ab — ac.
b) a.0 =a.(0—0)=a.0—a.0=0

¢) a.(=b) =a.(0-b) = a.0—(a.b) = —(ab), (—a).b=(0—a).b =
0.b — (ab) = —(ab)

d) (—a).(=b) = —(—a).b=ab

e) ab=ac=ab—ac=0=a(b—c)=0=b—c=0=b=c

4.3 Conclusao

Nesta aula, aprendemos a comparar dois ntmeros inteiros bem
como usar os principios de inducao e do menor elemento. Isto é
muito importante, pois vemos que todo conjunto limitado inferi-

ormente dos inteiros se comporta de maneira similar aos ntmeros
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naturais. Identificamos também os ntimeros inteiros como o que

aprendemos no ensino fundamental.

RESUMO

A relagao Oz = {(z,y),(a,b) € ZXZ : x+b < y+a} & de

ordem total em Z.

A ordem Oy particiona o conjunto Z em 3 conjuntos mutu-

amente disjuntos:

Z=7,U{0}UZ_

a) (I+1,1) = (2,1) = +1, 2+1L,1) = 3,1) = +2; e

assim sucessivamente.

b) (1,14+1)=-(2,1)=-1, (1,2+1)=—(3,1) = —-2.
Portanto torna-se valido escrever

Z={.-3-2-1,0123,.}

Por abuso de notacao, se x € (a,b), entdaoz € ((a+1)+1,(b+1)+1) =
@+ LD+ (Lot D=(a+ L) -0+ L) =a—b.

Principio Do Menor Inteiro 4.2. Todo subconjunto nao

vazio L C 7 possut um menor elemento.

Inducao sobre os Inteiros 4.2. Fizado w € Z. seja L =

{N€Z; w<A}. Seja P uma proposicao tal que:

1) P é valida para w.

2) Se P é valida para A € L, P é valida para A + 1.
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Entao P é valida para todo A € L.

PROXIMA AULA

Na préxima aula, apresentaremos a nogao de divisibilidade e o
conceito de ntiimeros primos. Fica a pergunta: Existem quantos

numeros primos? Aguardem!

ATIVIDADES

ATIV. 4.1. a) O que significa S ser limitado superiormente?

b) Mostre que se S é limitado superiormente, entao S possui

um maior elemento.

Mostre, usando a caracterizagao dos inteiros como classes de equiv-

aléncia, que as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
a) Se x <y, entdo x + z < y + z para todo z € Z
b) Sejam x,y,z € Z. Se x <y e 0 < z, entdo zz < yz
c) Sex-y=0,entdao x =0 ouy=0.

ATIV. 4.2. Mostre que ,/p é irracional para cada p primo.

Mostre que dados z,y € Z entao:
a) Sex <0ey<0,entdo xy >0
b) Sex <0ey>0,entdo zy <0

c) Sex-y=1l,entdfor=y=1louzr=y=—1.

) Ok
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ATIV. 4.3. Mostre por inducao que dados a,b € Z
a"—b" = (a—b)(a" P +a" 2+ ...ab" "), VneZ,
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