AULA

Numeros Inteiros:
Continuacao

META:

Apresentar as propriedades aritméticas dos ntumeros inteiros
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Entender o conceito de divisibilidade nos ntimeros inteiros.

Entender o conceito de ntimeros primos.

PRE-REQUISITOS
Propriedades de adi¢do e multiplicacao dos ntmeros inteiros. In-

ducao sobre os nameros inteiros.
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5.1 Introducao

Nesta aula apresentaremos o conceito de divisibilidade entre dois
nimeros inteiros bem como o conceito de ntimeros primos. Vocé,
caro aluno, perceberd uma pequena diferenca entre o conceito

aprendido no ensino fundamental e o exposto aqui.

5.2 Propriedades Aritméticas dos Niimeros

Inteiros

5.2.1 Divisibilidade

Definicao 5.1. Dados dois ntimeros x, y € Z, dizemos que x divide
y se existe z € Z tal que y = x.z. Neste caso dizemos que y é um

multiplo de z. (x é um divisor de y).

Escrevemos x|y para dizer que x divide y.
Exemplo 5.1. 1|10; 2| — 2;

As seguintes propriedades seguem imediatamente da definicdo de

divisao.

Proposicao 5.10. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras para

numeros inteiros.

a) x|z

b) x|y eylr = x =ty

c) xly eylz = x|z

d) zly e x|z = x|ay + bz, Ya,b € Z
Demonstragao.

a) x|x pois z = z.1
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b) Temos que existe z; € Z tal que y = x.2; e existe 23 € Z tal
que x = yzo. Entdo y = y(z122). Assim y—y(z1 —22) = 0=
y(1—2129) =0. Logoy =0o0u 2120 = 1. Sey =0,z = 0. Se

2129 =1, 21 = z0 = 1 ou z1 = 25 = —1 (Exercicio).

c) Existem k; e ko tais que y = xky e z = yka. Segue-se que
z = x(k1k2). Donde x|z.

d) De x|y temos que existe k1 € Z tal que y = zk; (1). De
x|z temos que existe ky € Z tal que z = zko (2). Logo
ay + bz = x(k1a + kab). Fazendo ks = kia + keob, temos que
ay + bz = xks, o que significa z|ay + bz.

e) Como zly e z,y € Z4, existe ¢ € Z4 tal que y = xq. Se
qg=1, x=1y. Seq>1, existe qo € Z, tal que ¢ = qp + 1.
Logo y = x(qo + 1) = zqo + > z. Em todo caso =z < y.

Definigao 5.2. Para todo a € Z, o valor absoluto de a (ou moédulo
de a) representado por |a| é definido como:

a, a€ZyU{0}
—a, a€Z_U{0}

la| =

Proposigao 5.11. Se a,b € Z entao:
o) o] = | ~a
b) |ab| = |al[b]
¢) —la] <a <|al
d) a+0b] < |a| + [b|

Demonstragao.
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a) Sea>0,|—al=—(—a)=a=|al. Sea<0,|—a|=-a=

jal-

b) Suponhamos que ab > 0. Entdoa > 0eb >0oua <0e
b < 0. No primeiro caso a = |a| e b = |b|. Donde |ab| = ab =
la||b|]. No segundo caso |a| = —a e |b] = —b, donde temos

|ab| = ab = (—a)(=b) = |al[b].

Suponhamos agora ab < 0. Assima < 0eb>0oua >0
e b < 0. No primeiro destes casos |a|] = —a e |b] = b, donde
la||b] = (—a)b = —(ab) = |abl. O outro caso fica como

exercicio. O caso ab = 0 é obvio.

c) Sea>0,lal =ae—a<0,isto & —|a] < 0. Logo —l|a|] <
0 < |a|]. O caso a < 0 fica como exercicio e o caso a = 0 é

6bvio.

d) Se a+ b = 0 claramente |a 4+ b] < |a| + |b]. Se a+b > 0,
la+bl=a+b<|a|+1b]. Sea+b<0,l|a+b =—(a+Db),
isto ¢, —|a+bl=a+b>—|a| + (—|b]) = —(|a|] + [b]), o que
implica |a + b| < |a|] + |b].

[
Notagao: a” = aa...q
——
nvezes
Exercicio 5.1.  a) Mostre que se a < 0 entao a?"*! < 0, para
todon > 0.
b) Mostre que 22"t 4+1 = (z+1) (22" —2? 142202~ —2+1)

¢) Se d|n entdo ad|an, para todo a € Z.

d) Do ail <70 |ail onde D7 by = b1 +ba+ ... + by,

Solugao:
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a) Mostremos por indugao:

— A sentenca ¢ valida para n—o, pois a?9t! = ¢! = a4 <

5

0
— Suponha que a?*t! < 0. Devemos mostrar que a2("TD+1 <
0. Note que a2(MHD+1 — g2n+241 — g2n4132  \lag

como a # 0, a®. Logo a2(mTD+1 — ¢2n+142 < (.

b) Note que (z +1).1 =2+ 1 =a2! +1 = 220*1 + 1, donde
a sentenga é vélida para n = 0. Suponha que a expressao é
valida para algum n > 0. Temos que 22" 41 = (x+1) (22"~
2=l =2 4+ 1). Multiplicando a igualdade por
22 obtemos 2?13 4 22 = (z 4+ 1) (2?2 — 220+ 4220 — | —
342 = 2T 1= (2 4+ 1) (222 — g2l a2
3 4r?)+1—22 =223 41 = (z4+1) (222 —g2ntl 4 20
e— )+ (1+2)(1—2) = 228+ 1= (v +1) (2?2 -

p?tl g 32?4 1)

Definicao 5.3. Um ntmero z € Z é dito um composto se o con-

junto de seus divisores tem mais de 4 elementos, isto é,x = yz com
Y,z ¢ {Lwa _17 _:U}

Definigao 5.4. Um ntimero x € Z é dito ser primo, se o conjunto

dos divisores positivos tem exatamente dois elementos 1 e |x|.

Observe que o conjunto dos divisores de um niimero inteiro é finito,
pois z|y = |z| < |y|(exercicio). Assim dados dois elementos z,y €
Z, o conjunto dos divisores de x e y, isto é {z € Z; z|z ez|ly}
tem finitos elementos e portanto considerando a ordem "<"tem

um maior divisor comum. Isto nos motiva a seguinte definigao:

Definigao 5.5. Dados x,y € Z, nao simultaneamente nulos, o
maior divisor comum de x e y é o maior inteiro que divide z e y.

Denotaremos este numero por mde(z,y).
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Teorema 5.1. Dado um nimero x ¢ {1,0,—1} tem-se que x é

primo ou x € um produto finito de numeros primos.

Demonstracio. E suficiente mostrar que que todo inteiro posi-
tivo maior que 1 é primo ou um produto finito de niimeros primos.
(—x = (-1).x).

Para demonstrar, usaremos o segundo principio de indugao. Con-
sidere B = {z € Z4; z > 1 ez ou é primo ou produto finito de ntimeros primos}.
Note que 2 € B. Suponha que a tese seja valida para todo
2 <y < x. Sex éprimo, x € B. Suponha que x nao seja
primo. Assim existem a,b ¢ {0,1} tais que x = a.b. Note que pela
relagao de ordem 2 << x e 2 < b < z. Por hipotese de indugao,
a, b sao primos ou produto finito de nameros primos. Em qualquer
caso, x é um produto finito de fatores primos. Portanto z € B.
O segundo principio de inducdo garante que todo nimero inteiro

positivo é produto finito de niimeros primos. ]

Teorema 5.2. Fxistem infinitos nimeros primos.

Demonstragao. Suponha que a afirmacao é falsa e considere
p1 < p2 < ... < p, todos os niimeros primos em ordem crescente.
Seja © = pipa...pn +1. Como x é maior que pips...py € x é produto
finito de nimeros primos (Pelo teorema anterior). Assim deve
existir p € {p1,p2,...,pn} € y inteiro tal que z = py. Assim p|x e
plp1p2...pn. Logo plz — pipa...pn = p|1, 0 que é um absurdo, pois

p é primo. Logo existem infinitos nimeros primos. ]

RESUMO

Divisibilidade
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Dados dois nameros x,y € Z, dizemos que x divide y 5
se existe z € Z tal que y = x.z. Neste caso dizemos

que y é um multiplo de x. (x é um divisor de y).
Valor absoluto

Para todo a € Z, o valor absoluto de a (ou médulo de
a) representado por |a| é definido como:
a, a€ZyU{0}
—a, a€Z_U{0}

ol =

Numeros primos e compostos

Um ntmero x € Z é dito um composto se o conjunto de
seus divisores tem mais de 4 elementos, isto é,x = yz

comy,z ¢ {l,z,—1,—z}

Um ntmero x € Z é dito ser primo, se o conjunto dos
divisores positivos tem exatamente dois elementos 1 e

|-

Dados z,y € Z, nao simultaneamente nulos, o maior

divisor comum de x e y é o maior inteiro que divide x
ey.

Denotaremos este numero por mde(x, y).

PROXIMA AULA

Na préxima aula, apresentaremos o algoritmo da divisao, sistemas
de numeragao posicionais (bases) além de elencar alguns critérios
de divisibilidade e o importante Teorema Fundamental da Arit-

mética.
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ATIVIDADES

ATIV. 5.1. Seja a € Z_. Entdo a®™ > 0,Vn € Z..

ATIV. 5.2. Sejam x,y,z € Z. Mostre que se z|yz, entdo z|y ou
x|z.
ATTV. 5.3. Analise cada uma das afirmagées abaixo. Demonstre

as verdadeiras e dé contra exemplo para as falsas.

a) Sejam z,y,z € Z. Se |z e y|z , entdo zy|z.
b) Sejam x,y,z € Z. Se z|(y + z), entdo x|y e x|z.

¢) Sejam x,y € Z. Entao ||z| — |y|| < |z —yl.

ATIV. 5.4. Se d|n entao ad|an, para todo a € Z.

ATIV. 5.5. D77 a;| <> |ai| onde D7 by = b1 +ba+...+by
e a; € 7.
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