AULA

Algoritmo da Divisao

META:

Apresentar o algoritmo da divisao e do calculo do MDC entre dois
nameros

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Executar de maneira correta os algoritmos da divisao e do calculo
do MDC.

Entender os critérios de divisibilidade.

PRE-REQUISITOS
Divisibilidade.
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6.1 Introducao

Prezado aluno, nesta aula aprenderemos o algoritmo que real-
izamos no ensino fundamental para divisdo entre 2 ntmeros in-
teiros. Veremos também os famosos critérios de divisibilidade que
é exposto no ensino fundamental sem a preocupacao de o porque e
saberemos com escrever o nimeros em outros sistemas de numer-

acao posicionais.

6.1.1 Divisao Euclidiana

Teorema 6.1. Dado x,y € Z, y # 0, existem unicos inteiros q,r

chamados respectivamente de quociente e resto, tais que
T=qy+r, 0<r< ‘y|

OBS 6.1. O algoritmo acima é chamado Algoritmo da Divisao

de Euclides

Demonstragao.

Caso 1. y > 0: Neste caso considere B = {x —ay; a € Z, x —

ay > 0}. Note que B é nao vazio pois z — (—|z|y) = = +
|z|ly > x + |z| > 0. Claramente B é limitado inferiormente.
Pelo Principio d Boa Ordem B possui um menor elemento,
digamos r. Portanto existe ¢ € Z tal que r = x — qy. Para
mostrar que r < |y| =y, note que r =y =z = (1 + q)y =
r=0=y=0(><). r>y = Jo; r=y+ o, onde
O<o<r. Assmy+o=z—qy=0c=x—(¢+ 1)y € B,
0 que é um absurdo, pois 7 é o menor elemento de B. Logo

0<r<lyl

Mostraremos agora que ¢, r sao unicamente determinados: Suponha

que x =qy+r =qy+7,com0<r7r < |y =y Neste caso
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0 < |r—7| <y. Por outro lado, gy + 7 = qy+r = (¢ — q)y = 6
r—7 = |q—qly = |r —7|. Se fosse r # 7, teriamos |q —q| > 1. Dai
y<|qg—qly=|r—7r] <y. (—«). Portanto r = 7 e, consequente-

mente, ¢ = q.

Caso 2. y < 0. Para y < 0, aplicamos o caso anterior com =z, |y|.
Assim existem tunicos ¢, € Z tais que z = qly| + r, com
0 <7 < ly|l. Se pomos ¢ = —¢q, entdo = = ¢y + r, com

0 < r <|y|. Claramente, ¢; é unicamente determinado.

Bézout 6.1. Dados dois nimeros inteiros x,y ndo simultanea-
mente nulos, se d = mdc(x,y), entao existem inteiros m,n tais

que d = mx + ny.

Demonstragao. Sejam x,y,d como na hipotese do teorema e
considere o conjunto A = {ax +by; a,b € Z} e B=AUN. B¢
nao vazio pois x, y nao sao simultaneamente nulos. Pelo Principio d
Boa Ordem, B tem um menor elemento, digamos §. Assim existem
m,n € Z tais que 6 = mz + ny. Como d|z e dly, d/mz + ny, isto
é, d|d. Assim d < 0. Mostraremos que 0|z e d|y. De fato, dados
a,b € Z existem ¢,r € Z tais que ax + by = qd+r, 0 < r < 4, ou
seja, ax +by = qgd+1r = (a —gm)x + (b—qn)y =r. Logor € A
er > 0. Se fosse r > 0, entao r € B, o que é um absurdo, pois
0 é o menor elemento de B. Logo r = 0. Entao d|lax + by para
todo a,b € Z. Em particular 6|z e d|y, donde d|d. Portanto ¢ < d.

Concluimos que mx +ny =96 =d |

Propriedade Fundamental do MDC 6.1. Sejam z,y,d € Z.
Se x,y nao sao simultaneamente nulos e d € Zy € um divisor

comum de x e y. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(i) d = mdc(z,y)
(i) Dado z € Z, se z|x e z|y entdo z|d.

Demonstragao. (i) = (ii): Pelo teorema de Bézout, existem
m,n € 7Z tais que d = mx + ny. Como por hipdtese z|z e z|y,
temos que z|mz + ny = d.

(ii) = (i): Seja d = mdc(z,y). Logo d|z e d]y. Por hipotese d|d e
portanto d < d. Mas d é um divisor comum de z e y. Assim d < J,

donde concluimos d = d = mdc(z, y). ]

6.1.2 Sistemas de Numeracgao Posicionais

Em nosso sistema de numeracao natural n é escrito na forma

n=a10" +a,_110""" + ... + a110 + ag

onde r > 0 e a; € {0,1,2...,9}. O namero que representa n é

n = arar_-1...a100
Exemplo 6.1. 641 = 6.10> +4.10 + 1

O papel que o niimero 10 representa para nosso sistema é apenas

uma opcao.

Teorema 6.2. Seja b um nimero natural, > 2, e M = {0,1,2,...,b—
1}. Entao, todo nimero natural pode ser representado de forma

unica da sequinte maneira:
n=ab" +a_10"" '+ ...+ ab+ao

Onder>0,a.#0ea; € M

Notagao: n = (arar_1...a1a0)p

Demonstragao.
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. Existéncia: Se n < b, n = n. Suponha n > b e, por hipotese
de indugao que todo nimero ¢, 1 < g < n pode ser represen-
tado como no teorema. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢
e ag tais que n = bg+ag. Temos ¢ < n. Poisse g > n, bg > n
e isto implica n = bqg+ ag > n. Absurdo. Assim por hipotese
de inducdo, ¢ = ab" ' + a,_1b" "2 + ... + agb + a;. Substi-
tuindo ¢ no algoritmo obtemos n = (a;b" ' +a, 16" 2 +... +
asb+a1)b+ag = ab" +a,_1b" "'+ ...+ a1b+ag, onde r > 0,
ar #0ea; € M.

. Unicidade: se n < b, ok. Suponha n > b e que a unicidade
valeparal < ¢ <n. Sen = ab"+a,_1b" "' +...+a1b+ag =
alb®+al,_ b1+ +a)b+af, entdo n = b(a, b +a,_1b" 2+
otagb+ar)+ag = b(alb’ "t +al,_ b2+ .. +abb+d)) +ap.
Pela unicidade do algoritmo de euclides, ag = aj e a, bt +
ar_1b" 2+ . tagb+a; =a bt 4ad b2+ +ahb+dl.
Logo por hipétese de indugao, r —1 =s—-—1=r = s e

a, = ap.

Exemplo 6.2. (a) (2102)3 =2.33 +1.32 4+ 0.3 +2 = 65
(b) (1001001)2 = 1.26 +0.25 +0.2* +1.23 +0.22 + 0.2+ 1 =73

(c) Coloque 4761 na base 8. 4761 = 8.595 + 1, 595 = 8.74 + 3,
74=89+2,9=28.1+1, donde 4761 = (11231)s.

Definigao 6.1. Seja n € Z. Dizemos que n é par se n = 2k, com

k € Z. Dizemos que n é impar se n = 2k + 1, com k € Z.
Exercicio 6.1. (1) m é par < m + 2n é par.

(2) m+n é impar < m — n é impar.
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3)

(4)
()
(6)

Mostre que se a € Z um dos nimeros a,a+ 1, a4+ 2 é divisivel

por 3.
Se n é um inteiro par entdomde(n,n + 2) = 2.
Se n é um inteiro impar, entao mdc(n,n +2) = 1.

Seja m um inteiro cujo resto da divisao por 6 é 5. Mostre

que o resto da divisao de m por 3 é 2.

Solugao:

(1)

Seja m,n € Z. (=): Se m é par, entdao m = 2k, k € Z. Logo
m+2n =2k +2n =2(k+n) com k+n € Z. Logo m + 2n
é par. (<): Reciprocamente, se m + 2n é par, m + 2n = 2k,

com k € Z. Assim, m = 2k — 2n = 2(k — n). Logo m é par.

(=): Se m+n é impar, m +n = 2k + 1, com k € Z. Desse
modom+n—-2n=2k+1-2n=2(k—n)+1=m—-—n=
2(k—n)+1, com k—n € Z. Portanto, m —n ¢é impar. (<):
Se m —n é impar, entdao m —n = 2k + 1, com k € Z, isto é,
m—n+2n = 2k+14+2n = 2(k+n)+1 = m+n = 2(k+n)+1,

com k +n € Z. Logo, m + n é impar.

Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢, € Z tais que a =
3¢+r,com0<r<3. Ser =0, a= 3q, portanto 3|a. Se
r =1, entdo a = 3¢ + 1, portanto a + 2 = 3(q + 1), donde
3la+2. Ser=2,a+1=3(¢+1), donde 3|a + 1.

Se n é par entdao n = 2k, k € Z. Observe que 2|n e 2|2(k +
1) = n+2. Seja d = mde(n,n + 2). Como d|n e d|n + 2,
dln 4+ 2 — n, isto &, d|2. Mas, como 2|n e 2|n + 2, 2|d. Logo
d=2.

Se n é impar, n = 2k + 1, k € Z. Seja d = mdc(n,n + 2).

Pelo mesmo motivo de antes, d|2, donde d =1 ou d = 2. Se
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fosse d = 2, entao, 2|2k + 1, isto é, 1 = 2(j — k), com j € Z. 6
Absurdo. Logo d = 1.

(6) Se m = 6g+ 5 para algum ¢ € Z, entdo, m = 3.2.q+3+2 =
3(2¢ + 1) 4+ 2, donde o que queriamos.

6.1.3 Critérios de Divisibilidade

(1) Critério de divisibilidade por 2:
Dado qualquer niimero natural n podemos escrevé-lo na forma
n=a-10" + a,_110" "' + ... + @110 + ag. Observe que qual-
quer poténcia de 10 é um ntmero par, ou seja, 10" = 2¢q,,
gr € N. Logo, n = a,(2g,) + ar_1(2q,-1) + . + a1 (2a1) + ag
e portanto, n = ag +2(a1q1 + ... + @r—1¢r—1 + arqy), Ou seja,
podemos escrever n = ag + 2q, com g € Z. Note que se 2|n,
2|n — 2q, isto &, 2|ag. Assim a,a,_1...ayag € divisivel por 2

se ag € {0,2,4,6,8,...}.
(2) Critério de Divisibilidade por 3:

Ja sabemos que um nimero natural n pode ser escrito na

forma n = a,10" + a,_110" "' + ... + 4110 + ay.
Afirmacéao: 10F = 3¢+ 1 com ¢ € Z, para todo k € N.

De fato, se K = 1 temos que 10 = 3.3 + 1. Suponha que
10% = 3¢; + 1 para algum ¢; € Z. Note que

10"+ = 10%.10 = (31 +1)(3.3+1)
=39.¢ +3¢1 +33+1
=309 +q +3)+1
=3q¢+1
Portanto pelo principio de indugéo 10* = 3¢ + 1 com ¢ € Z,
para todo k € N.
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Logon = a,(3¢,+1)+ar—1(3¢r—1+1)+...4a1(3¢1 +1)+ap =
3(argr+...+a1q1)+(ar+...+a1+ap) = 3¢+ (ar+...+a1+ap).
Se 3|n entao 3|n — 3¢, isto é 3|(a, + ... + a1 + ap).

Exemplo 6.3. 343892 nao é divisivel por 3 pois 3+4+ 3+
84+ 042 =29 e 3|29 (ndo divide)

(3) Critério de Divisibilidade por 4:

Seja n = a,10" + a,—110" "' + ... + @110 + ag. temos que
n = 100(a;10""2 +a,_110" 3 4+ ... 4 as) + a110+ag. Observe
que 4[100. Assim, 4/100 se, e somente se, 4|n—100(a,10" "2+
ar—110"734...+as), ou seja, 4|a;10+ag. Logon = a,a,_1...arag

é divisivel por 4 se, e somente se, ajag é divisivel por 4.

6.1.4 Teorema Fundamental da Aritmética

Definigao 6.2. Dois ntimeros x,y sao ditos primos entre si se

mde(z,y) = 1.

Exemplo 6.4. Dado a € Z, temos que a e a + 1 sao primos entre
si. Com efeito, seja d = mdc(a,a+ 1). Assim d|a e d|a + 1, donde
dla+1— a, isto &, d|1. Logo, d = 1.

Lema de Gauss 6.1. Sejam x,y, z inteiros nao nulos tais que

x,y sao primos entre si e x|yz. Entao x|z.

Demonstragao. Como mdc(z,y) = 1, pelo Teorema de Bézout
existem a, b € Z tais que ax + by = 1. Assim, axz 4+ byz = z. Por
hipotese, x|yz, donde z|byz. Como z|azz, x|axz + byz, isto &, x|z.

Teorema Fundamental da Aritmética 6.1. Todo numero in-
teiro maior ou igual a 1 pode ser representado de maneira unica

(a menos da ordem), como produto de fatores primos.
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Demonstragao. Falta mostrar a unicidade. Faremos isto us-
ando o segundo principio da indugao. Seja n > 2. Se n = 2,
ok. Suponha que a afirmagado sobre a unicidade seja verdadeira
para todo ntmero maior que 1 e menor que n. Se n é primo,
nao ha nada o que fazer. Suponha que n seja composto. Seja
n = pip2...pr = q1G2...qs duas fatoracoes de n. vamos mostrar
que r = s e que p; = ¢j para algum ¢ e algum j. Observe
que pi|n e portanto pi|qige...qs. Logo, p1 divide algum g¢;, dig-
amos ¢, ou seja p1 = qi. Logo n = p2..pr = @2...¢s, POIS
n = np1 = nq;. Observe que 1 < n < n. Logo, por hipotese
de indugdo, r—1 =s—1=r = s. Além disso,ps...p, = ¢2...q, S80
iguais a menos da ordem. Portanto a decomposicao n = pi...p, é

Gnica a menos da ordem. ]

6.2 Conclusao

Note que os critérios de divisibilidade sdo meras consequéncias
do Algoritmo da Divisdo. Além disso é importante saber, caro
aluno, que isso tem com ser explicado de maneira simples no ensino

fundamental através de varios exemplos.

RESUMO

Algoritmo da Divisao

Dado z,y € Z, y # 0, existem tunicos inteiros ¢, r
chamados respectivamente de quociente e resto, tais
que

r=qy+r, 0<r<|y

Teorema Fundamental do MDC

6
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Sejam x,y,d € Z. Se x,y nao sdo simultaneamente
nulos e d € Zy é um divisor comum de = e y. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) d=mdc(z,y)
(ii) Dado z € Z, se z|z e z|y entao z|d.
Teorema Fundamental da Aritmética

Todo ntmero inteiro maior ou igual a 1 pode ser rep-
resentado de maneira tnica (a menos da ordem), como

produto de fatores primos.
Sistema de Numeragao posicional

Seja b um numero natural, > 2, e M = {0,1,2,...,b —
1}. Entao, todo nimero natural pode ser representado

de forma tnica da seguinte maneira:
n=ab +a_10"""+ ...+ a1b+ ag

Onder>0,a,#0ea; € M

Notagao: n = (aray—1...a1a9)yp

PROXIMA AULA

Na proxima aula apresentaremos um algoritmo para o célculo do
MDC. Além disso definiremos minimo mdultiplo comum (MMC)

entre 2 nimeros inteiros e um algoritmo para se calcular o MMC.

ATIVIDADES
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ATIV. 6.1. Se p um namero primo e p|ab, onde a,b € Z, entéo 6

pla ou p|b. (Compare com o exercicio 7 da lista 2. E verdadeiro?)

ATIV. 6.2. Seja K um conjunto dos nimeros inteiros, nao vazio,
fechado em relagao a multiplicagao e a adi¢ao (a +b,a-b € K se

a,be K) e K # 0. Mostre que:
a) 0 € K;
b) K contém um menor inteiro positivo, digamos m;
¢) K contém todos os miltiplos positivos de m;

d) Todo elemento de K é um multiplo de m.

ATIV. 6.3. Se a|c, blc e MDC(a,b) = d, entao ab|cd.

ATIV. 6.4. Mostre que se n > 2, entao 12" é divisivel por 8. Use
este fato para mostra que n = (a,a,—1...a1a9)12 € divisivel por 8

se, e somente se, (ajag)i2 € divisivel por 8.

ATIV. 6.5. Na divisao euclidiana de —345 por um inteiro b > 0, o

resto é 12. Ache o divisor e o quociente em todos os casos possiveis.

ATIV. 6.6. Seja m um inteiro impar. Mostre que o resto da

divisao de m por 4 é 1 ou 3.

ATIV. 6.7. Sejam a, b e c inteiros arbitrarios. Se M DC(a,b) =1
e ¢|(a +b), prove que M DC(a,c) = MDC(b,c) =1 _\
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