AULA

Racionais

META:

Apresentar os nimeros racionais como classe de equivaléncia de
nimeros inteiros.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar ntimeros racionais como Classe de equivaléncia dos In-

teiros.

PRE-REQUISITOS

Relagao de equivaléncia e ntimeros inteiros.
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8.1 Introducao

Sejam a,b € Z, b # 0. Se a é miltiplo de b entdo existe ¢ € Z tal

que a = be. Neste caso podemos denotar ¢ = £

Sal

A operagao 7 s6 estd definida em

I={(a,b) €Z x7Z; b#0 e bla}.

Vamos entao "aumentar"o conjunto onde podemos definir a oper-

~ a
agao .

8.2 Construcao dos Numeros Racionais

Seja Z* = {m € Z; m # 0}. Consideremos Z x Z* = {(m,n); m €
Z, n € Z*} e a relagdo ~ definida por:

(m,n) ~ (p,q) < mq =np
Proposigao 8.14. A relag¢do acima € de equivaléncia.

Demonstragao. A relagao é reflexiva pois m.n = n.m. A relagao
é simétrica pois (m,n) ~ (p,q) < mq =np < pn=qm < (p,q) ~
(m,n). A relagao é transitiva pois se (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (s,t)
entao mq = np e pt = gs. Logo mqt = npt e npt = ngs. Portanto
mqt = ngs. Como g # 0, pela lei do corte, mt = ns, isto é,

(m,n) ~ (s,1). -

A relacao ~ particiona Z x Z* em um conjunto de classes de equiv-

aléncia:

Q={[s,m],[t,n],...}

Onde
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[s,m] ={(a,b) € Z x Z*; (a,b) ~ (s,m)}

Q é chamado o conjunto dos ntumeros racionais.

8.2.1 Adicao e Multiplicagao em Q

A adic@o e a multiplicacdo sao definidas em Q por

+: QxQ —Q
([s,m], [t,n]) + [s,m]+ [t,n] = [sn + mt, mn]
QxQ —Q
([s,m],[t,n]) + [s,m].[t,n] = [st,mn]

Afirmacao: As operagOes acima estao bem definidas. De Fato,
mostraremos que "+"estd bem definida e deixaremos "."como ex-
ercicio.

Sejam [s,m] = [a,b] e [t,n] = [¢,d]. Logo sb = ma e td = nc.

Assim sbnd = mand e tdmb = nemb. Portanto

sbnd + nemb = mand + tdmb
(sd + cm)nb = md(an + td) =
[sd + em,md] = [an + tb, nb]
[s,m] +[c,d] = [a,b] +[t,]
Logo "+"esta bem definida.
OBS 8.1. Se representarmos [s,m] = > entdo [s,m] + [t,n] =
ik
Propriedades da Adigao:

Sejam a = [s,m], b = [t,n] e ¢ = [p, q] elementos em Q. Entao:
(a) (a+b)+c=a+(b+c)

(b) a+b=b+a

77
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(c) Existe um elemento z € Q tal que a + z = a, para todo

a € Q.

(d) Dado um a € Q, existe (—a) € Q tal que a + (—a) = z

Demonstragao.
(a) (a+b)+c=([s,m]+[t,n])+[p,q] = [sn+tm,mn]+[p,q] =
[(sn+tm)q+ (mn)p, (mn)q] e a+ (b+¢) = [s,m] + ([t,n] +
[p.ql) = [s,m] +[tq+np, nq] = [sng+m(tq+np) +m(ng)] =

[(sn+mt)q+(mn)p, (mn)q|. Portanto, (a+b)+c = a+(b+c).
(c) Seja z = [o,m]. Assim, [s,m]+ [0, m] = [sm, mm].
Afirmagao: [sm,mm] = [s,m].

De fato, (sm)m = (mm)s.

(d) Seja (—a) = [—s,m]. Assim, a + (—a) = [s,m] + [—-s,m]| =

[sm +m(—s),m?] = [0,m?] = z.

OBS 8.2. z=0.
Exercicio 8.1. Mostrar que (—a) é tnico.

Propriedades da multiplicagao: Sejam a = [s,m], b = [t,n] e ¢ =

[p, q] elementos de Q. Entao:
(a) ab = ba
(b) a(bec) = (ab)c
(c) Seab=cbeb#0,entao a = c.
(d) Existe a € Q, tal que aa = a para todo a € Q.

(e) Dado a € Q* = Q — {0}, Existe um elemento a~! € Q tal

que a.a” ' =a.
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Demonstragao. Seja a = [s,m] e a=! = [m,s]. Note que

a~! estd bem definido uma vez que a # 0 e s # 0. a.a ! =

[s,m].[m, s] = [sm,ms] = [sm,sm|=a=1 ]

OBS 8.3. Seja K um conjunto com uma operagao soma (+) e de
multiplica¢do (.). Suponha que K ¢ fechado com relagdo a soma
e & multiplicagdo. Suponha ainda que as operagoes satisfazem as

seguintes propriedades:

(a) (a+b)+c=a+ (b+c), quaisquer que sejam a,b,c € K e
(ab)c = a(bc).

(b) a+b=0b+ a e ab= ba quaisquer que sejam a, b € K.
(c) Existem u,e € K tais que a+u=aea.e=a
(d) Existem a,;a” € K tais que a +a =u e se a #u, a.a’ =e
(e) Dados a,b,c € K, a(b+ ¢) = ab+ ac
Neste Caso dizemos que K é um corpo.

Exercicio 8.2. Mostre que Q tem uma estrutura de corpo.

Propriedades:
1. Sea,b,e Qe ab=0entdoa=0o0ub=0.

Demonstragao. Suponha a # 0. Entdo existe a~!. Logo

a~!(ab) = (a"ta)b = b. Mas ab = 0 e portanto

b=at(ab)=a'-0=0.

2. Seac=bcec#0,entdao a=0b.

Demonstragao. Como ¢ # 0, existe ¢!, logo a(ac™!) =

(be)e ™t = alce™t) = b(cc™!) = a =b. (]

8
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3.ar=bsxz=a'b(a#0)

Demonstragao. Trivial.

8.2.2 Divisao em Q

Definamos a operagao : Q x Q* — Q (divisao). Como:

QxQ* —-Q
(a,b) +—a-b"L

Propriedade: Se a,b € Q e c € QF, entao
(a+b):c=a:c+b:c
De fato,

(a+b):c=(a+b)-clt=act+bct=a:c+b:ec

8.2.3 Somatoérios e produtérios em Q

Definimos somatério e produtério de niimeros racionais como:

n n—1
gpp(ng+%
i=1

i=1

n n—1
Hmz(Hm)%
i=1 i=1
Exercicio 8.3. Sejam a,aq,--- ,a, € Q. Entao
n n
a (Z ai> = Z(aai)
i=1 i=1

Se n =1 temos,

1 1
a <Z a1> =a-a; = Z(aal)
=1

=1
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Suponha que a expressao acima seja valida para n. vamos mostrar 8

que é valida para n + 1. De fato:

o (Sl as) =a (S a) + ans)
=a(Xa)+aan1 =D q(aa;) + aani1
= 22:11(@@1)
Logo, pelo principio de indugao finita, o resultado é vélido para

todon € Q

Exercicio 8.4. Sejam a1, -- ,a, € Q. Entao

) i

i=1

Se n = 1, temos

1 -1 n
[o:) =a =]]a
i=1

i=1
Suponha o resultado valido para n. Vamos mostrar que ele também

é valido para n + 1.

(H?ill ai) B
=Ty a) ™" (anar)™?

_ ntl -1
=[[Z) a;

(T @) -ans1) ™

(H?:1 az‘_l) 'a’r_Hl-l

8.2.4 Poténcias de Numeros Racionais
Seja a € Q*. Definimos a poténcia n-ésima de a como:

a®@ =1
a"tt =a"-a, n€Zy
Se n € Z_, defininimos a poténcia como a™ = (a_1)™".

Proposicao 8.15. a™ " = a™ - a", Ya € Q* e Vm,n € Z

81
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Demonstragao. Note que se n < 0, a"t! = @™ - a. De fato,
sen <0,p=-n>0 a"a= (a_1)fa= ((a1)P'at)a =
(afl)pfl.(afla) — (afl)pfl — (afl)fnfl = gntl

Mostraremos por indugao que a™*t" = a™ - a", se n > 0.

Sen =0, a0 =a™ =a"-1=ama’. Suponha que a™" =

m n

. a”. +(n+1) _— a™ . g™t gmgnt! =

a vamos mostrar que a™

a™(a"a) = (a™a™)a = a™ e = "L = gt
Suponha m,n < 0. Logo m +n < 0. Assim @™ = (a71)™™ " =

(a=H)™™ma"1)™™ = a™a™. Logo se m,n € Z e a € Q*, temos que

m+n _ ,m n

a a’”-a’.

8.3 Conclusao

Os racionais surgem naturalmente dos inteiros. Justamente nos
casos em que um nameros nao divide o outro. Note também que

as operacoes sao faceis de se trabalhar.

RESUMO

Numeros Racionais
Seja Z* = {m € Z; m # 0}. Consideremos Z x Z* =
{(m,n); m € Z, n € Z*} e a relacao ~ definida por:
(m,n) ~ (p,q) < mq = np

A relagdo ~ particiona Z X Z* em um conjunto de

classes de equivaléncia:

Q={[s,m],[t,n],...}
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Onde 8

[s,m] = {(a,b) € Zx Z*; (a,b) ~ (s,m)}
Q é chamado o conjunto dos ntimeros racionais.
Propriedades

Propriedades da Adigao:
Sejam a = [s,m], b = [t,n] e ¢ = [p,q] elementos em
Q. Entao:

(a) (a+b)+c=a+(b+c)

(b) a+b=b+a

(c) Existe um elemento z € Q tal que a+ z = a, para

todo a € Q.
(d) Dado um a € Q, existe (—a) € Q tal que a +

(—a) =z

Propriedades da multiplicagao: Sejam a = [s,m], b =

[t,n] e ¢ = [p, q] elementos de Q. Entao:

(a
(b) a(bc) = (ab)c

)

)
(c) Seab=cbeb#0, entdo a = c.
()

)

d) Existe a € Q, tal que aa = a para todo a € Q.
(e) Dado a € Q* = Q — {0}, Existe um elemento
a~! € Q tal que a.ail =a.
PROXIMA AULA
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Na proxima aula, caro aluno, mostraremos que Q é ordenado e que

podemos olhar os inteiros como subconjunto dos racionais.

ATIVIDADES

ATIV. 8.1. Questao Mostre que em Q valem as seguintes pro-
priedades:

a) —(a+0b)=-a+(-b), a,b € Q;
b) (ab)~! =a"'b7!, a,b € Q¥
c) (™™ =a™ Va e Q*,Ym,n € Z;

10r
2r—1

ATTV. 8.2. Determine r € Z de maneira que represente um

nimero inteiro.
ATIV. 8.3. Seja ™ uma fragao irredutivel (m,n primos entre si).
rnt+m

Mostre que, se r € Z, entdo r + ™ = ™I ¢ irredutivel.

ATIV. 8.4. Mostre por indugao que:

1-2 23 777 n-(n+1) n+l
ATIV. 8.5. Calcule [2,4] + [-5,13] e [3,14] - [-2, 5]
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