AULA

Racionais 1 O

META:

Apresentar o conceito de modulo de ntimeros racionais e sua rep-
resentacao decimal.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar a forma decimal de um nimeros racional.

Identificar o inteiros mais préximo de um racional.

PRE-REQUISITOS

Nuimeros Racionais, inteiros e indugao finita.
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10.1 Introducao

Prezado Aluno, nesta aula estudaremos o porqué de um nimero
decimal finito ou periédico ser um nimero racional e o porqué de
um numero racional ser finito ou peridédico. Antes apresentaremos
a vocé algumas propriedades modulares dos nimeros racionais e a

funcao maior inteiro.

10.1.1 Valor Absoluto de um Numero Racional

Definimos |a| com a € Q como:

a , sea>0
la| =
—a , sea <0
Propriedades:

(a) —la| < a<lal

(b) |a+b] < |af 4 [b]

(c) |abl = |allb]

(d) Se a # 0, entdao |a~!| = |a|!

As demonstragoes sao deixadas como exercicio (basta seguir o que

foi feito com os nimeros inteiros) Questoes

1. Mostre que (a")™! = (a=1)" = @™, para todo a € Q* e

n € Z.
2. Se a,b € Q4 entao ab € Q.
3. Mostre que % = 1533.

4. Seja K um corpo. Uma aplicacao bijetora f : K — K é um
automorfismo de K se f(z +vy) = f(z) + f(y) e f(zy) =
f(x)f(y), para todo x,y € K. Mostre, através das seguintes

etapas que o Unico automorfismo de Q ¢é a identidade:
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(1)=1 10

) f

) f

) f(m) = m, para todo m € Z.
) £ (%) =1 paratodon € N
) f

%) = " para todo m € Z e para todo n € Z*

Solugoes:

1. Paran = 1 temos que (a')~' = a(~D' = ¢~!. Suponhamos o
resultado valido para n e provemos que o mesmo é vélido para
n 4+ 1: a(n—l—l)—l —a "+ -1 = an(—l)—l — an(—l)al.(—l) —
afl(n)'afl.l _ afl(n)Jr(fl).l — af(nJrl) — (afl)n%»l. (am)n —

a™ para todo m,n € Z. Entdo (a=')(n) = a= 1" = a™".

eb =2 Entdo sm > 0, mt > 0. Sejam

2. tome a = 7

S
m

s,m,n,t € Z7.

ab = s > 0.
mt
Sejam s,m,n,t € Z_
sn
ab=—>0.
mt

Sejam s,m € Z4 e n,t € Z~

ab="">0.
mt
Sejam s,m € Z_ e n,t € Zy
sn
ab=— >0.
mit

3. (a) (Exercicio)

(b) Como f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), pela lei do
cancelamento, f(0) = 0. Assim, para todo a € Q
(_

f(=a)+ f(a) = f((—a) +a) = f(0) =0
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(c) (Exercicio)

()1 =rf1)=r(E =,
FG)+t @) =nf(3)= (%)—%
(e) Admitindo n > 0, o que sempre é possivel, f (%) =

Pl )= g f (B =m-=

n) =

I
57:
+
+
|

|

10.1.2 A Fungao Maior Inteiro

Definigao 10.1. Seja a € Q. Denotamos por [a] o maior inteiro

menor ou igual a a. isto é,
[a] = max{m € Z; m < a}

A fungao f : Q — Z definida por f(a) = [a] é chamada fungao

maior inteiro.

Exemplo 10.1. [5/4] =1; [8] =8; [-1/2] = —
Proposigcao 10.19. Sejam a,b € Q. Entao

(a) [a] <a<la]+1

(b) a <b=la] <[0]

(c) [a+m] = [a] +m, para todo m € Z

(d) la]+[b] <[a+0b] <a] +[b]+1
Demonstracao.

(a) Fica como exercicio.

(b) Suponha a < b e [a] > [b]. Assim [b] +1 < [a]. Por (a),
[b] +1>b>[b. b< [b]+1<][a] <a,ousejab<a,oqueé
uma contradigao. Logo [a] < [b].
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(c) Do item (a), 0 < a—[a] < 1. Seja a1 = a — [a]. Assim 1 O

a = [a] + a1. Note que
[a +m] = [[a] + m + a1] = [a] + m.

(d) Facgaay =a—[aleb=b—[b] e c=a+b—[a+b]. Note que
0<a;1<1,0<b;<1le0<c<1. atb=[a]+][b]+(a1+b1),
onde 0 < a1 +b1 < 2. [a+b] = [[a] + [b] + (a1 +b1)] =

[a] + [b] +

ai + b1], mas [a; + b1] = 0 ou [a; + b1] = 1. Logo

[
[a+b] < [a]+ [b] +1. Como 0 < a3 + by < 2, temos que
[a1 + b1] = 0. Logo [a+b] [a] + [b]. Portanto,[a] + [b] <
[a+0] <la] + [b] +

Exercicio 10.1. Seja ¢ um inteiro positivo o qual é quociente da
divisdo de m por n (n > 0). Mostre que ¢ = [Z].
Solugao: Temos m = gn +r, onde 0 < r < n.

Logo

m n—+r n T T
n n n n n

Logo

m r r
[*] =lqg+-]=q+ [f}
n n n
Mas, 0 < - < 1. Assim [%] =0, e portanto g = [%]

Exercicio 10.2. O expoente de um niimero primo p que aparece

J-[3]

Solugao: Se p > n, temos que n! nao possui fatores de p, logo o

em n! é

expoente é zero. mas n < p” para todo r € N. Assim

e

Se n > p, o quociente da divisdao de n por p é [5} Entao p é

divisor de um dos seguintes fatores de n!:

n
b, 2p7 3p7 ceey |::| p
p
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n! = n(n — 1)..., p é divisor desses [%} fatores. De maneira
analoga, desses [%} fatores, os que sdo multiplos de p? totalizam

[I%} . Logo o expoente de p em n! é

n n
HEEE
p p
Exemplo 10.2. Qual o expoente de 3 em 20!7
20 20
— =6+2=38
5] 5]
10.1.3 Representacao Decimal
Seja o racional positivo 3, b > 1, a € Z. Temos
a=qb+ry, 0<1r9<b

Assim,

10rg=qib+7r1, 0<r; <b
Como rg < b, temos 10rg < 10b. Logo ¢; < 10.

Se r1 = 0, entao

ro = b:>a—q0b+— b= = = 0_,_7

10 10 b 10
Assim escrevemos ¢ = qq, ¢1 € chamaremos qq, ¢; de representacao
decimal de ¢
Se r1 # 0,
10ry =qb+1ry, 0<rs <b
se ro = 0, temos que
q2b @b, @b a

= =7 —b B s a= b—b = = - = ==

"0 AT L +102 b °+10+102

Assim escrevemos
a
g = 40,9192

Se r9 # 0, repete-se 0 processo.
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& (Dizima periddica sim- 1 O

Se ro = r1, temos que § = qo, q142G242; ---

ples).

Os restos sao elementos do conjunto {0,1,2,....b — 1}. De modo
que rb deve ser algum ry,...,7_1, digamos r.. A representagao

neste caso é

a
g = 40,49192---9b—19c+19c+2---9b—19c+19c+2---

Logo cada racional pode ser expresso como um decimal exato ou

periodico.

Exemplo 10.3. (a) 2 =1,25.

(b) 3 =0,375

=

1,83

1
(c) 6
(d) & =3,571428

OBS 10.1. Note que todo decimal exato é um ntmero racional (

por exemplo, ¢ = qo,q1 = qo + ¥§)

Teorema 10.1. Cada decimal periddico € um nimero racional

Demonstragao. Considere o decimal periédico
x,yzdefdef... = x,yz 4+ 0,00de f 4+ 0,00000de f + ...

Temos que x, yz é um nimero racional e 0, 00de f +0,00000de f +...
é a soma de uma PG onde a; = 0,00def e r = 0,001 Assim

a  0,00def  0,00def  def
1—r 1-—0,001 0,999  99900°

A=

Logo A é racional. Concluimos assim que z,yzdef é racional. m
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10.2 Conclusao

Desta aula concluimos que todo niimeros racionais e niimeros dec-
imais (finitos ou periodicos) sao equivalentes. E os decimais nao-

periddicos? Até a proxima aula.

RESUMO

Representacao decimal
Todo decimal exato é um niimero racional
Todo decimal periédico é um nimeros racional

Todo racional ¢ um nimero periddico (exato ou finito).

PROXIMA AULA

Na proxima aula iniciaremos a saga da construgao dos ntmeros

reais via cortes de Dedekind.

ATIVIDADES

ATIV. 10.1. Dados a,b € Q mostre que:
(a) —la| < a<lal
(b) |a+b] < af + [b]
(¢) |abl = lal[b]

(d) Se a # 0, entdo |a~ | = |a|~*
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ATIV. 10.2. Mostre que 1000! termina em 249 zeros
ATIV. 10.3. Encontre a representagao decimal dos seguintes niimeros

racionais:

(a) —33

—
o

S~—

(S

285
(c) 13

—~
(oW

~—

gle

ATIV. 10.4. Se a,b € QT, entao [a][b] < [ab]
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