AULA

Reais

META:
Construgao dos Numeros Reais .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar um Corte de Dedekind.
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11.1 Introducao

Caro aluno se vocé imaginar um tridngulo retdngulo cujos lados que
formam o dngulo reto tenham comprimento 1 cm, pelo Teorema
de Pitagoras conseguimos encontrar a medida da hipotenusa. A
pergunta que se faz é: Com os conjuntos construidos por nds até
o momento, é possivel encontrar esta nimero? Ou seja a equagao
z? = 2 tem solucdo em Q7

Suponha que z = 2 (fragdo irredutivel), tal que 22 = 2. Assim

q

2
2—2:2ep2:2q2.

Portanto p? é par e consequentemente, p também ¢é par, ou seja,

p =2k, com k € Z. Dai

(2k)* =2¢°
4(k?) =242
2](32 — q2

Logo ¢? também é par, e assim ¢ é par, absurdo. Logo nio existe
racional tal que z? = 2. Assim, apartir de agora construiremos um
conjunto, apartir dos racionais que soluciona este e muitos outros

problemas.

11.1.1 Cortes em Q

Seja a C Q, A # () um elemento a € A é chamado maximo de A,

se a > x, para todo x € A

Definigao 11.1. Um conjunto A C Q é dito limitado superior-
mente se existe x € Q, tal que x > a, para todo a € A. x é

chamado cota superior.
Exemplo 11.1. Seja B={zr € Q; -1 <z <1}

e —1 é cota inferior e 1 é cota superior.



Matematica para o Ensino Fundamental AU LA

e B nao possui elemento maximo nem minimo, pois dado = € 1 1
B, 1< L <7< 3T <1
Se o conjunto da cotas inferiores de um conjunto A possui méximo,
esse maximo é chamado de infimo do conjunto A e serd denotado
por inf A
Se o conjunto das cotas superiores de um conjunto A possui min-
imo, entao esse minimo é chamado de supremo e denotado por

sup A.

Definigao 11.2. Seja K um corpo ordenado, se todo subconjunto

limitado superiormente possui supremo dizemos que K é completo.

Note que Q nao é completo. Basta o exemplo anterior.
Um dos nossos objetivos nesta unidade é construir um corpo orde-

nado completo que contém Q.

Definicao 11.3. Dizemos que um sub-conjunto @ C Q é um
Corte de DEDEKIND se satisfaz as seguintes propriedades,
para todo p,q,r € Q:

La#0 e a#Q
II. Sepea,ge Qe qg<pentdo q € «
III. Se p € «, entao p < r, para algum r € «

OBS 11.1. oitem (/1) nos diz que um corte o ndo possui maximo

Exemplo 11.2. 1.0 =Q ! ={r € Q x <0} éum corte.

Sex<0,x<xT+0<0

2. Para cada z € Q, z* = {r € Q; r < z} é um corte de
DEDEKIND.

3. B={reQ r <0} Obviamente, (I) ¢ satisfeita. Note
que se r € BeF < r, temos 7 < r < 0. Logo 7 € B (II) &

satisfeita). (I1I) nao é satisfeita. basta tomar p = 0.
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4.

5.

{r € Q; r > 0} nao é corte. (IT) nao é satisfeita.

a={reQ; z<0ou(zx>0 e 22 <2}

Mostraremos que as propriedades I, II e III de corte para 5.

I

II

ITI

De I,

Basta mostrar que —1 € a e 5 ¢ a.

Tome x € a. Sex <0ey <z, logoy <0. Assim y € a. Se
r>0,22<2ey<z,entdioy<0oul<y<x Sey <0,
y € a. No segundo caso, note que 0 < y < z = 0 < y? < z°.

Como 22 < 2, y? < 2 e portanto y € a.

Sejar €a. Sex<0,sejay=1. Assimz<yey?’=1<2.
Considere o caso que > 0 e 22 < 2. Tome h = 2 — a2,
entdio 22 +h =0e 0 < h < 2. Sejavz:c—i—%. Assim
v = (:zr—i-%) :x2+%+g—;. Note que x < 2. Assim
2xh < 4h. Observe que 0 < h < 2 = 0 < h? < 2h. Logo
y2:x2+%+%<m2+%+%:w2+%<x+h:2.

Logoy>0ey’ <2 (yca)ey>ux

IT e III, & é um corte.

11.1.2 Construcao dos Niumeros Reais

Considere a seguinte familia de todos os cortes de DEDEKIND:

R ={a C Q; asatisfazl,II, e III}

Vamos mostrar que R é um corpo ordenado completo. Passo 1:

Defina a relagao "<"da seguinte maneira:

a<fesalp

Se a < fef<ventdao a <y pois afy
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Vamos mostrar que dados o, € R uma e somente uma das

seguintes relagoes ocorre:

a<fa=p0<a

Suponha que « nao é subconjunto proprio de 3. Portanto existe
p € acomp¢ (3. Seja g € 3. Entdao ¢ < p (pois p € 3) e como «
é corte, ¢ € a. Logo Ba (8 # a), ou seja, 5 C a.

Logo R é ordenado.

Passo 2: R é completo.

Seja ) # A C R um conjunto limitado superiormente e § uma cota
superior de A. Defina v como a uniao de todos os a € A:

U a = {a € Q; existea € A coma € o}
acA

Como A # () existe ag € A, logo ag C . Portanto v # Q. ~
satisfaz I. Para mostrar I e II, seja p € v. Logo p € a1, a1 € A.
Se g < p, entdo ¢ € a1 e portanto ¢ € -, o que mostra II. A
propriedade III fica como exercicio.

Se p € v entao existe r < p, como 3 C 7, entao existe algum r €
Note que a < 7, para todo ainA.

Seja 0 < . Logo existe s € 7 tal que s ¢ §. Como s € v, s € q,
para algum o € A. Entao § < a. Logo 0 nao é cota superior.
Portanto v = sup A.

Passo 3: Se a,( € R, defina

a+fB={r+s;rca, sep}={s+rsep, rea}

Afirmagao: a+ 3 €R.

De fato, a + 3 # 0 pois o, 3 # 0. Tome 1’ ¢ ae s’ ¢ 5. Logo
r'+s >r+sparatodor € aes e . Logor +s ¢ a+ 3, donde
vale I. Seja p € a+ 3. Logo p =r+s, com r € alpha, s € 8. Seja
g <p. Entdo ¢g—s < r. Logo ¢—s € a. Note que ¢ = (g—s)+s €

a + (3, donde vale II. o item III fica como exercicio.
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s at+ =0+

e a+(B+y)=(a+p)+7

e Existe @ € R tal que a + a = «

De fato, seja a = 0*{s € Q; s < 0} Sejar € a e s € 0*. Note que
r+s<r. Assim r + s € «, ou seja a + 0" C a.

Seja p € . Assim existe 7 > p, r € a. Logo p — r € 0*. Note que
p=r+(p—r)€a+0* Logo a C a+ 0*. Portanto, « = o + 0*

e Dado a € R, existe 3 € R tal que o + 3 = 0*

Ses¢a,ep=—s—1. Logos=—p—1¢ a. Logop e B (38#0).
Seja ¢ € a. Entao —q ¢ 3, pois —(q) —r < ¢, para todo r € Q™.
Assim —(—¢q) —r € a. Logo 8 # Q e vale .

Seja p € f e g < p. Logo existe r > 0 tal que —p — r € a. Como
q<p, —q>-p=—q—1>-p—r. Logogqg, "¢ a. ¢ € [ e,
portanto vale II.

Sejap € fet=p+5, r>0 onde —p—r¢a —t—i=
—p—5—45=-p—7r¢&a. Logotec (e valellL

Relembrando:
B = {pc Q; exister € QT, com—p—1¢ a}

Vamos mostrar que o + 3 = 0*. Ser € a e s € 3, entao -—s ¢ a.
Logor < —s,ousejar+s <0ea+ C 0" Sejav e 0*e
tome u = —3. Logo u > 0. Assim existe n € N tal que nu € a e
(n+ 1)u ¢ « (isto segue da propriedade Arquimediana de Q). Se
p=—(n+2)u, entdo p € B, pois —p—u ¢ aev=nu+p € a+p.
Logo 0* C a+ 8. Concluimos que a + 3 = 0*.

Denotamos § por —«
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11.2 Conclusao

Estamos construindo um conjunto através de classe de equivaléncia
de subconjuntos de Q. Nao é uma construgao trivial. Mas muito

interessante.

RESUMO

Cortes em Q

Seja a C Q, A # () um elemento a € A é chamado maximo de A,
se a > x, para todo x € A.

Um conjunto A C Q é dito limitado superiormente se existe x € Q,

tal que = > a, para todo a € A. x é chamado cota superior.

Definigao 11.4. Dizemos que um sub-conjunto @ C Q é um
Corte de DEDEKIND se satisfaz as seguintes propriedades,
para todo p, q,r € Q:

L a0 e a#Q
II. Sepea,geQeqg<pentdo q € a

III. Se p € «, entao p < r, para algum r € «

PROXIMA AULA

Na préxima aula concluiremos a construgao de R e mostraremos a

inclusao (via imersao) de Q em R.

ATIVIDADES
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ATIV. 11.1. Seja A = {3, 2, ...
1.

s T - - .}. Mostre que sup A =
ATIV. 11.2. Mostre que 2* + 3* = 5*.(Nao use a imersao de Q
em R).

ATIV. 11.3. Seja p um ntmero primo. Prove que ,/p nao ¢é

racional.
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