AULA

Reais - Continuacao 1 2

META:

Construgao dos Numeros Reais .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
Identificar R como um corpo ordenado completo.
Resolver inequagoes.

Diferenciar um nimero Racional de um irracional.

PRE-REQUISITOS
Cortes de Dedekind.
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12.1 Introducao

Caro aluno, finalmente mostraremos que R é ordenado completo.
Algumas demonstragoes serao omitidas, mas vocés futuramente
saberao estuda-las com mais maturidade. Além disso, identificare-
mos Q como subconjunto de R e apresentaremos também algumas

propriedades de R bem com resolver algumas inequacoes.

12.1.1 Continuagao

Passo4: Se a,3,vy€ERe < yentaoa+ < a+.
Note que

a+pf={a+b aca, bey}
a+y={a+c ac€a, cen}

Como BCv,a+f8Cat+y=a+f<a+ry
Passo 5: Se a € Rt e 5 € RT, definimos

af={peQ; p<rs, rca,sepf, r>0, s>0}

1*={qge Q% ¢<1}

Vamos mostrar que a3 é corte:

aff # 0 e af #Q, donde vale I

Seja ¢ < p, p € af. Logo a < p < rsparaalgum 0 < r € a e
sefel<sef Logog<rs,0<reael<secfeassim
q € af, donde vale II.

Seja p € af. Logo existem r € a e s € (B tal que p < rs. Como «
e 3 sao cortes, existem ' € ae s’ € ftal quer <71’ e s < s'. Seja
p' =1r's". Logop' > pep € ap, ouseja, vale 111

As propriedades de comutatividade, associatividade, elemento neu-
tro e inverso multiplicativo seguem de maneira similar ao Passo

3. Observe que se > 0% e # > 0* entao aff > 0*. (Exercicio)
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(—a)(=B) ,a<0* [<0*
Passo 6: Defina a-0* = 0*aeaf = —[(—a)8] , a< 0", <0
—la(=p)] , a>0% g <0*
Exercicio 12.1. v = —(—v)
e a(f+7) =ab+ ay (v,8,7 > 0 = exercicio) Suponha a >
0%, B <0, B+ > 0.
T=B+7)-Bay=a[f+7)-fleay=a(f+7)+a(-p) =
a(f+7) — apf. Logo ay + af = a(B +7)
OBS 12.1. Dado A = {1, %, %, - %, ...}, =5, —4,0 s@o cotas infe-
riores de A; 1 é o supremo e 0 maximo.
O infimo e o supremo podem ou nao pertencer ao conjunto; o min-
imo e o maximo deve estd no conjunto; todo méximo é supremo;
todo minimo é infimo.
Passo 7: Relembremos que r* = {p € Q; p < ¢}

Vamos mostrar que
Lri+s*=(r+s)*
2. r*s* = (rs)*
. rr<ster<s

Prova de 1. Seja p € r* 4+ s*. Entdo p = v + v, com u € r*,
veEs* Logou<rewv<s. Logop<r+s,ousejape (r+s)".
Portanto, r* + s* C (r+s)*. Sejap € (r+s)*. Logo p < r +s.
Seja t escolhido tal que 2t =r+s—p. Sejar’ =r—tes =s—t.
Note que ' + ' = r = s — 2t = p. Portanto, (r + s)* C r* + s*,
e assim, 7* + s* = (r + s)*. Prova de 2. Fica como exercicio!
Prova de 3. Se r < s, entdao r € s*, mas r ¢ r*. Note que se
a € r* entdo a € s*. Logo r* C s*, ou seja, r* < s*. Suponha
r* < s*. Logo existe p € s* tal que p € r*. Logop > r. e p < s.
Logor<p<s=r<s

12
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Concluimos através destes trés fatos que a fungao:
f: Q —-R
q —q

Preserva soma (P,1), produto (P,2) e ordem (P,3).

Vamos mostrar que f é injetiva e assim, concluir que f é imersao
de Q em R que preserva operagoes e ordem.

Ser #s (r<s), r* <s* ouseja f(r) # f(s). Logo podemos
identificar Q como um subconjunto de R (Q C R), fazendo r* :=r

Assim

R=QUR-Q)

Definigao 12.1. (R — Q) é denominado conjunto dos nimeros

irracionais.
Proposigao 12.20. (a) Se z € R com z+ a = a, entao z = 0.
(b) Se ab=o0 com a,b € R entdoa=0 oub=10
(c) Se a € R, entio a® > 0
(d) 1>0
(e) Sejaa<0eb<0 coma,beR. Entao,

a<b<:>a2<b2<:>\/5<\/l;

(f) Mostre que v/ab < “TH], sea,b>0
Demonstragao.
(@) z+0=z4(a+ (—a))=(z+a)+(—a)=a+ (—a) =0

(b) Suponha a # 0. Logo existe a_; = . Assim ab = 0 =
%ab:é(): (%a)b:0:>b—|—0
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(c) Se a € R*, entdo a® > 0. Se a € RT, entdo a.a > 0. Se 1 2

a€R™, —a € R" logo (—a)(—a) > 0 e, consequentemente

a? > 0.
(d) 1=1.1>0,donde 1 >0

(e) Suponha a >0 e b> 0. Logo a+b > 0. Note que b? — a? =
(b—a)(b+a). Comob>aeb+a>0,(b—a)(b+a)>0.
Logo b > a?

(f) Temos que (va — vb)? > (Va)? — 2Vab + (Vb)? > 0 &
a+b>2vab< Vab < 4P

12.1.2 Inequagoes

A resolugao de inequagoes esté baseada na relagdo de ordem dos

nimeros reais e suas propriedades.

(a) Determine o conjunto A formado por todos os pontos x € R

tais que:

3r+5<3

Solugao: 32 +5<3=3r+5-5<3-5=3zr<-2=

1 1 2

(b) Resolva a inequacdo 22 —5x+3 < —3 Solugao:z? — 5z +6 <
0 (z-2)(z—-3)<02r-2<0ex—3>0 ou z—2>
0 e x—3<0Notequez—2<0 e x—3 >0 ¢éimpossivel

de acontecer. Logo a solugao {z € R; 2 < x < 3}
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12.1.3 Valor absoluto de um ntimero real
Definigao 12.2. O valor absoluto de um ntimero real a denotado
a, se a>0

por |a| é definido como: |a| =
—a, se a<0

OBS 12.2. |a| >0

Propriedades:

(a) |a? = a2, para todo a € R

(b) |ab| = |a||b| para todos a,b € R.

(¢) —la] < a<]al

(d) |a+0b| <|a| + |b], para todos a,b € R
Exercicio 12.2. Resolva:

(a) |2 + 1| < 7 Solugao: Note que: -7 < 2z +1 < 7 &
—8 < 2r <64 —4 < x < 3. Logo o conjunto solugao é
{r eR; -4 <z <3}

12.2 Conclusao

Finalmente mostramos que existe um corpo ordenado completo
que contém Q. Vimos também que para resolver inequagoes poli-

nomiais de 1 e 2 graus nao hé mistério.

RESUMO

R é ordenado completo.
Para resolver inequacoes, basta aplicar as propriedades de ordem

de R.
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PROXIMA AULA 1 2

Na préxima aula mostraremos que R também possui a propriedade

arquimediana e que é nao-enumeravel.

ATIVIDADES

ATIV. 12.1. Seja K := {s+ty/2, 5,t € Q}. Mostre que K satisfaz

as seguintes afirmacoes
a) Se x1,m9 € K, entdo x1 + 12 € K e r129 € K
b) Sex#0ex € K, entdo 1 € K

O conjunto K é chamado subcorpo de R. Com a ordem induzida

de R, o conjunto K é um corpo ordenado que esta entre Q e R.

ATIV. 12.2. Se z,y € R, mostre que:
a) |z| = Va?
b) |2 = iy #0)

¢) |+ y| =|z| + |y| se, e somente se, zy > 0.

ATIV. 12.3. Mostre que |z — y| < |z| + |y|, Vz,y € R
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