AULA

Reais- Continuacao 1 3

META:

Apresentar as propriedades arquimediana e da ndo-enumerabilidade
dos Reais .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar um intervalo.

Aplicar o Teorema da nao-enumerabilidade de R

PRE-REQUISITOS

Propriedades dos ntimeros reais.
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13.1 Introducao

Caro Aluno, nesta aula apresentaremos a propriedade arquimedi-
ana de R e mostraremos a nao-enumerabilidade de R. Apresentare-
mos 0s nimeros irracionais

13.1.1 Propriedade Arquimediana de R

Teorema 13.1. Se x € R, entao existe n, € N tal que x < ny.

Demonstragao. Suponha que n < x para todo n € N e para
algum x € R. Note que N C R. Como R é completo, existe u € R
tal que v = sup N. Subtraia 1 de u, ou seja, considere v — 1. Como
u € supremo, u — 1 nao é cota superior de N. Assim existe m € N
tal que u — 1 < m. Logo u < m + 1, Absurdo. Portanto, dado
r € R, existe n, tal que n, > x. ]
Corolario 13.1. R € Arquimediano.
Demonstracao. Seja a,b € R, b € RT. Pelo teorema anterior,
existe n € N, tal que n < 7. Assim, nb > a. |
Corolario 13.2. Dado a € RT, existe n € N tal que 0 < % < a.
Corolério 13.3. Sey > 0, existe ny € N tal que ny, —1 <y < ny.
Demonstracao.

e Considere E, = {m e N; y <m} CN

o E,#0.

Pelo Principio da Boa ordem, existe um menor elemento de E,,

ny. Segue-se que ny — 1 <y < ny.
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13.1.2 Desigualdade de Bernolli 1 3

Teorema 13.2. Se x > —1, entdo (1 + x)" > 1+ nx, para todo
neR (x eR)

Demonstragao. Usaremos indugao sobre n.

Note que: 14+ 2 = (14 z)! = 1+ 1z. Logo a desigualdade ¢
valida para n = 1. Suponha a desigualdade vélida para n, ou
seja, (1 +2)" > 1+4+nz, x > —1. Como z > —1, 1 +z > 0.
Logo, (1 +z)"(1+z) > (1 +nx)(14+2) = (1 +z)" > 1+
nz +x +nz? =1+ (n+ 1)z +nz? Como nz? > 0, temos que
A4+z)" >14 (n+1)z.

Portanto pelo Principio de indugao, a desigualdade é valida para

todon € N

Teorema 13.3. Sea € R € tal que 0 < a < €, para todo € > 0

entao a = 0.

Demonstragao. Suponha a > 0 e seja ¢g = 5. Por hipotese,

0 < a < ¢, absurdo pois § < a. Logo a =0 [

Definigao 13.1. Dizemos que L. C K, K ordenado é denso em K
se dados z,y € K (z < y), existe [ € L tal que z <l < y.

Teorema 13.4. Q ¢ denso em R.

Demonstragao. Suponha que z,y € R com z < y. Suponha sem
perda de generalidade que x > 0. Como y —x > 0, existe n € N
tal que % <y —x. Assim, nx + 1 < ny. Note que nx > 0. Pelo
corolario (77) existe m € N tais que m — 1 < nx < m = m <
nr+ 1 < ny. Segue-se que nx < m < ny = = < % < y. Como

™ € Q, obtemos o desejado. n

Exercicio 13.1. Existe x € R tal que 2% = 2.
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Solugao: Seja S = {s € R; s > 0, s> < 2}. Note que S # 0,
pois 0 € S e S ¢é limitado, pois 2 ¢ S (22 > 2). Logo S possui
um supremo, digamos, £ = supS. Vamos mostrar que z? = 2.

Suponha 22 < 2. Note que
1\* 1 1 o, 1
r+ -] =27 4+2r- < 5 <"+ (2 +1)
n n o n n

Como 22 < 2, escolha n tal que - L

2x +1 (Propriedade Arquime-

diana). Logo, L(2z + 1) < 2 — 2%, e portanto
1 2 2
T+ - ) <2+ = (2x+1)<:c +2—-2%)=2
n

Como ¢ = sup S, = + l ¢ cota superior. Logo 22 > 2. 22 > 2 ¢

falso. (Exercicio) (z — —) >a? -2 Lo g2 259

m

Objetivo: Mostrar que R é nao enumeréavel.

Definicao 13.2. X é enumeravel se existe uma funcao injetora

f: X—N

Exemplo 13.1. N é enumeravel. Basta definir f : N — N por
flx) =z
Exemplo 13.2. Z é enumerével

Exemplo 13.3. Q é enumeravel

Intervalos: Dados a,b € R, com a < b, definimos os seguintes
conjuntos

[a,b] ={z € R; a <z <b}
(a,b) ={z €R; a <z < b}
(a,b] ={zr € R; a <x <b}
[a,b) ={z €R; a <z < b}

(a,+o0] ={r eR; a <z}
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la,+o0] = {w € B a < ) 13

(—00,a) ={z € R; x <a}
(—o0,a] ={zx € R; z <a}
(—o0,+0) =R
Esses conjuntos sao chamados de intervalos.

OBS 13.1. Se a < b, o intervalo (a,b) ¢ infinito.

Teorema 13.5. (Dos Intervalos Encaizados). Sejam Iy D Iy D

I3 D ... D I, D ... uma sequéncia decrescente de intervalos fechados

e limitados, ou seja, I, = [an,by]. Entao,
o0
(1 #0
n=1

Isto é, existe pelo menos um niumero real x € I, para todo n € N.

Demonstragao. Observe que para cadan € N, I,,41 C I,,. As-

sim, an > Gpe1 > bpy1 > by.. Entao,

12022 .2 0p 2 Apg] 2 eee 2 o 2 by > by > . 2> b

Sejam A = {ajy,a2,...,ay,...} € B = {by,...,by,,...} Note que A é
limitado superiormente (b, é cota superior de A) e B é limitado
inferiormente (a,, é cota inferior para B). Logo existe a = sup A e

b =inf B. Logo,

a12a2>...2a2b2...2bn+1anz...Zbl

ou Seja,
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OBS 13.2. Seja I, = (O, %] Observe que I1 D Is D I3 D ... D

I, O .... Afirmacgao:
(e.0)
=0
n=1
Suponha a € (,2,. Note que a # 0, pois o ¢ I,, para todo n € N.

Logo a > 0. Pela Propriedade Arquimediana, existe n € N tal que
0< % < a. Logo,

OBS 13.3. Seja I, = (n,+00). Mostre que a interse¢ao de todos

os I,’s é vazia.
Teorema 13.6. R € nao enumerdvel.

Demonstragao. Mostraremos que dado qualquer X C R enu-
meravel, existe z € R, tal que x ¢ X. Inicialmente observe que
dado [a,b] e zg € R, existe J = [c, d] tal que zg ¢ [¢,d] e J C [a,b].
Escrevemos X = {z1,x2, 3, ..., Tp, ...} C R. Considere um inter-
valo I tal que z1 ¢ I} = [a1,b1]. Seja I tal que xo ¢ Is e Iy C I4.
Assim, recursivamente conseguiremos intervalos I,,, n € N tais que
n ¢ lyely DI DI3D ... DI, D.... Como I, = [an,b,], existe

z € (o, Logo, x ¢ X. Assim, R ¢ ndo enumeravel. ]
Corolario 13.4. (R — Q) ¢ nao enumerdvel.
Exercicios

1. Mostre que os ntimeros irracionais sao nao enumeraveis

2. Sejam A, B C R tais que x < y, para todo x € A, para todo
y € B. Mostre que sup A < inf B

3. Dizemos que uma funcao f : A — RT ¢ limitada superior-

mente se f(A) = {f(z);z € A} é um conjunto limitado su-
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periormente. Se f,g: A — R* sao limitadas superiormente, 1 3

entdo sup(f+g) < sup f+supg (sup f = sup{f(z); = € A})

4. Mostre que se = < 1, entao (1 —x)" > 1 — nx, para todo

n € N.
Solugao:

1. Note que R = QU (R—-Q) e Q é enumeravel. Supondo
(R — Q) enumeravel, temos que R = Q U (R — Q) é enu-

meravel. Absurdo. Logo (R — Q) é ndo enumeravel.

2. Note que A ¢é limitado superiormente por todo elemento de
B, logo A possui supremo. Note também que B é limitado
inferiormente por todo elemento de A. Logo B possui infimo
(Por que?). Como sup A é a menor das cotas superiores de

A e inf B é uma cota superior de A temos que sup A < inf B

3. Sabendo que sup(f +g) =sup((f+¢g)(A)) esup f +supg =
sup(f(A)) +sup(g(A)), note que (f +g)(A4) C f(A) + g(A),
pois dado h € (f + g)(A) temos que h = (f + g)(x) =
f(x)+g(x) para algum = € A. Assim h € f(A)+g(A). logo
sup((f +9)(A)) < sup(f(A4) +g(A)) = sup f(A) +supg(A).
Portanto, sup(f + g) <sup f +supg

4. Queremos mostrar que se z < 1, entao (1—x)" > 1—nzx, para
todo n € N. Como z < 1, temos que —z > —1. Logo pela
desigualdade de Bernoulli temos que (14+(—x))™ > 1+n(—x),

isto é, (1 —x)" > 1 — nz, para todo n € N.

13.2 Conclusao

Finalmente terminamos a construgao dos nimeros reais e apresen-

tamos algumas propriedades. Neste aula mostramos que existem
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muito mais ntmeros irracionais do que racionais.

RESUMO

R é Arquimediano.
R é nao enumerével.

Intervalos: Dados a,b € R, com a < b, definimos os seguintes

conjuntos

[a,b] = {z €R; a <z <b}
(a,b)={z €R; a <z <b}
(a,b] ={z €R; a<z<b}
[a,b) = {z €R; a <z < b}
(a,4o00] ={z € R; a <z}
[a,+00] = {z €R; a < z}
(—00,a) = {z €R; z < a}
(—o0,a] ={z € R; x <a}
(=00, 4+00) =R

Teorema 13.7. (Dos Intervalos Encaizados). Sejam Iy D Iy D

I3 D ... D I, D ... uma sequéncia decrescente de intervalos fechados

e limitados, ou seja, Iy, = [an, by]. Entao,
(o)
(1 #0
n=1

Isto é, existe pelo menos um numero real x € I, para todo n € N.

PROXIMA AULA

128



Matematica para o Ensino Fundamental

AULA

Na proxima aula iniciaremos uma conversa sobre sistemas de nu-

meragao.

ATIVIDADES

ATIV. 13.1. Mostre que se r é racional (r # 0) e s é irracional,

entao r + s e rs sao irracionais.

ATIV. 13.2. Dados z € R, x # 0en € N prove que (1+x)?" >
14 2nx

ATIV. 13.3. Exprima cada um dos conjuntos abaixo como re-

uniao de intervalos:
a) O conjunto dos x € R tais que |z — 3| + |x + 3| < 8
b) idem |2? — 2| < 1.

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Anélise na Reta Vol. 1, IMPA, Projeto Euclides,
5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

DOMINGUES, H. Fundamentos de Aritmética, Atual Editora, Sao
Paulo, 2001.

LIPSCHUTYZ , S. Teoria dos Conjuntos - Cole¢ao Schaum
RUDIN, W. Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill,
1976

13

129



