AULA

Funcao Afim

META:

Definir e caracterizar fun¢do Afim e funcéo linear.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverfo ser capazes de:

Definir fun¢ao Afim e Funcéo linear e identificar suas propriedades.
Mostrar que o grafico de uma fungdo linear é uma reta.
Caracterizar um funcdo afim e uma funcgio linear.

Estabelecer a relacao entre funcdo afim e progressdes aritméticas.

PRE-REQUISITOS
Nocoes sobre produto cartesiano e o plano R?, como também pro-

priedades basicas de progressoes aritméticas.
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2.1 Introducao

Nesta secdo vamos definir o conceito de funcédo afim, mostrando

que estas fungodes sdo aquelas cujos graficos, sdo retas.

2.2 Funcao Afim

Defini¢ao 2.1. Uma funcéo f : R — R chama-se Afim quando
existem constantes a,b € R tais que f(x) = ax + b, para todo

z € R.

Fica evidente identificar uma funcéo afim pela definicao acima, se
lhe é dado a lei de formacao da funcao. Porém, se a funcao é dada
por uma tabela de dados ou se, dado um fenémeno e queremos
representé-lo através de uma funcéo, como identificar se a melhor
funcéo que descreve este fenémeno é uma funcao afim. Por isso
torna-se necessario caracterizar uma func¢io afim. Este é o objetivo

principal desta aula.

Exemplo 2.1. A funcdo identidade f : R — R definida por
f(x) = z para todo z € R, é afim. Ainda, s&o casos particulares de

funcdo afim as fungoes lineares, f(z) = az e as fungdes constantes
f@) =1,

Seja f : R — R uma func¢io afim. Determinamos explicitamente
os coeficientes a e b. Primeiramente é facil ver que b = f(0), o
qual é chamado wvalor inicial da funcdo f. O Coeficiente a pode
ser determinado desde que conhecemos dois valores f(z1) e f(x2)

da funcao f em dois pontos distintos z; e xg. Com efeito, sejam

f(xz1) =azx1 +0b e f(x2) = axg + b,
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donde obtemos

f(@2) = f(z1) = a(ze — 21),

e portanto

a = f($2)—f(901>.

Dados z,z + h € R, com h # 0, o nimero a = f(x + h) — f(x)/h
chama-se taza de crescimento ou taza de variagio da funcdo no

intervalo de extremos x e x + h.

Exemplo 2.2. Um exemplo de um modelo de uma funcdo afim é
o preco a pagar de uma corrida de taxi. O prego pode ser dado
pela funcgo f : ¢ —— ax + b, onde x é a distancia percorrida(
medida em quilémetros). O valor inicial b é chamada de bandeira

e o coeficiente a é o prego de cada quilémetro rodado.

Sejam

P1 = (xl, ari + b)
P = (332, axro + b)
Py = (x3,ax3+b)

trés pontos do gréfico da funcéo afim f(x) = ax+b. Vamos mostrar
que dados trés quaisquer pontos do grafico de uma fungao afim sio
colineares. Para mostrar este fato, basta verificar que a maior das
trés distancias d(Py, P), d(Ps, P3) e d(Py, P3), seja igual a soma
dos outros dois. (Observe que se uma das distancias fosse menor
que a soma das outras duas, os trés pontos seriam os vértices de
um tridngulo). Podemos supor, sem perda de generalidade que

r1 < T9 < xg. Da férmula da distancia entre dois pontos obtemos

25



Funcio Afim

26

que:

d(P1, Py) = /(x2 —21)? +a®(zg —21)? = (22 — 21)V1+a?,
d(P2, P3) = +/(x3 — 22)? + a®(w3 — 22)*> = (3 — 22)V1 + a?,
d(P1, P3) = \/(x3 —21)? + a®(z3 —21)? = (v3 — x1)V1 + a2

Daf segue imediatamente que d(Py, P3) = d(Py, P) + d(Ps, P3) e

obtemos assim o resultado.

Figura 2.1: Os pontos Py = (z1,azx1 + b), P» = (x9,az2 +b) €

P3; = (x3,ax3 + b) colineares.

Geometricamente, b é a ordenada do ponto de intersecdo da reta
que é o grafico da fungdo f : * — ax + b com o eixo OY. O
nimero a chama-se inclina¢ao ou coeficiente angular dessa reta (
em relacgdo ao eixo horizontal OX). Quanto maior o valor de a,
mais esta reta se afasta da posicio horizontal. Quando a > 0 o
grafico de f € uma reta ascendente (quando se percorre no sentido
positivo de x) e quando a < 0, a reta é descendente.

De maneira geral, para conhecer-mos uma fungéo f : X — Y
devemos ter uma regra que determina o valor de f(x) para todo
x € X. No caso de uma funcio Afim; como mostramos que seu
grafico é uma reta e uma reta fica determinada quando se conhece

dois de seus pontos; segue que basta conhecer dois valores da f,
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f(z1) e f(z2), em dois numeros distintos x1 e xo (arbitrarios) e

assim f fica inteiramente determinada.

Proprosicido 2.1. Dados arbitrariamente (x1,71), (22,72) € R?,

com T1 # X9, existe uma, e somente uma, funcdo afim f : R — R

tal que f(z1) =y1 e f(x2) = y2.

Prova: Seja f : R — R uma fun¢io afim tal que f(z1) = y1 e
f(x2) = y2 e x1 # wo. Mostraremos que f é escrita de maneira
anica na forma f(z) = ax + b e para isso precisamos determinar
de forma tnica a e b. Mas de f(z1) = y1 e f(z2) = y2 obtemos o

sistema:

ar1+b =1y, 2.1)

axo +b =1yo.
As incognitas do sistema sdo a e b. Desde que o determinante da
matriz dos coeficientes associado ao sistema é x1 — z9 e desde que
r1 # X2, 0 determinante é diferente de zero e o sistema possui
solucdo tinica, dada por:

o= Y2 — Y1 p— T2y~ Tl
To — I T2 — I

Mostramos que o grafico de uma funcdo afim é uma reta. Além
disso, é possivel mostrar que toda reta r, ndo vertical, é o gra-
fico de uma funcdo afim. Este problema estd proposto como uma
atividade. Assim dada a funcdo afim f(z) = ax + b o seu gra-
fico é a reta com equacdo ax +b = 0. Dados dois pontos (x1,y1) e
(2,Y2), com os valores das constantes a e b determinadas na prova
da Proposicdo 2.1, obtemos que a equacdo da reta que passa por
esses dois pontos é:

Y2 — Y1
Z T (x

o — X1 _ml)

Yy=uy-+

27



Funcio Afim

Antonio Trajano em a
Aritmeética Progressiva
(1883), da a seguinte
definicdo para grandezas
proporcionais:

Diz-se que duas grandezas
sGo proporcionais quando
elas se correspon-
dem de tal modo que,
multiplicando-se Uma
quantidade de uma delas
por um ndmero, & quan-
tidade correspondente da
outra  fica multiplicada
ou dividida pelo mesmo
numero. No primeiro
caso, a proporcionalidade
se chama direta e, no
seqgundo caso, inversa;
as grandezas se dizem
diretamente propor-
cionais ou inversamente
Proporcionais.
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ou
Y2 — Y1
—(

x — T2).
Xro — I

Yy=y2+
a primeira equacao nos informa que se come¢amos no ponto (1, y1)
e caminharmos sobre a reta, fazendo x variar, a ordenada y comeca
com o valor y; e sofre um incremento igual ao incremento x — x1
dado a x, vezes a taxa de variacdo

Y2 — Y
Ty —T1

A interpretacdo da segunda equacao é analoga.

Comentario sobre Terminologia: Destacamos algumas obser-
vagOes sobre a terminologia. Considere a funcio afim f(z) = az+».
Nao é considerado adequado chamar o niimero a de coeficiente an-
gular da funcdo f e sim, devemos chama-lo de taxa de variag&o.
Isto se deve, pois em geral nao ha &ngulo no problema estudado.
O termo coeficiente angular usa-se quando estamos considerando
a equacio de uma reta. Também nfo é adequado chamar funcéo
afim de fun¢do do primeiro grau, mesmo que a expressio que re-
presenta a fungdo f(x) = ax + b é um polinémio de primeiro grau

(quando a # 0). Fungio n&o tem grau.

2.3 Funcao Linear

Uma funcao linear é um caso particular de uma func¢o afim, mais
especificamente no caso em que b = 0 e desta maneira uma funcao
linear é dada pela formula f(x) = ax. O conceito de fung¢io linear
estd estritamente ligado ao conceito de proporcionalidade. Usare-
mos o conceito de proporcinalidade apresentado por Elon L. Lima,
o qual é uma versdao moderna da definicdo de Antonio Trajano

(1983).
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Definicao 2.2. Uma proporcionalidade é uma fungio f : R — R
tal que, pra quaisquer niimeros reais x e ¢, tenhamos f(cx) = cf(x)
(proporcionalidade direta) ou f(cz) = f(x)/c (proporcionalidade

inversa).

Exemplo 2.3. Uma firma asfalton nma estrada de 36 km em 14
horas. Quantos dias seriam necessarios para esta mesma firma,
nas mesmas condicOes, asfaltar 54 km. E em quantos dias asfal-
taria © km? Denotamos por f(x) o niimero de dias necessarios
para asfaltar @ km de estrada. Observe que para construir 36 km
sa0 necessarios 14 dias, logo para construir 1 km sdo necessérios
14/36 dias. Logo para construir xkm desta estrada sdo necessérios
f(z) = %:1: dias. ainda, se multiplicarmos o ntiimero de quildme-
14

tros por n € N, teremos f(xn) = sgon = nf(zx), mostrando que f

é uma proporcionalidade.

Proprosicao 2.2. Seja f : R — R wma proporcionalidade (di-

reta) entdo temos que para todo x € R, f(x) = ax, onde a = f(1).

Prova: Da defini¢do de proporcionalidade (direta) f(cx) = cf(x),
para todo ¢ e todo x, entdo escrevendo a = f(1), tem-se f(c) =
f(e.l) = ¢f(1) = ca, ou seja f(c) = ac para todo ¢ € R. Logo
usando a nota¢do mais comum, temos que f(x) = ax para todo

x € R, portanto f é uma funcdo linear. |

Em outras palavras, a grandeza y é diretamente proporcional a
grandeza = qaundo existe uma constante a (chamada a constante

de proporcionalidade) tal que y = ax para todo z € R.

Exemplo 2.4. No Exemplo 2.3, a proporcionalidade (compri-

mento da estrada) — ( dias necessérios para asfalta-la) tem fator

2
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O teorema de Tales afirma
que quando duas retas
transversais cortam um
feixe de retas paralelas, as
medidas dos segmentos de-
limitados pelas transver-
sals sao proporcionais.
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de proporcionalidade k = 14/36.

Nem sempre a constante de proporcionalidade a é explicita. Mas
nos problemas relativos & proporcionalidade, o que importa é saber
que se y = f(z) ey = f(a') entdo ¢y'/2’ = y/x & constante.

Vejamos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.5. Considere o tridingulo de vértices A, B e C e sejam
X e Y pontos sobre o segmento AB e AC respectivamente de modo
que o segmento XY & paralelo ao segmento BC. Pelo Teorema
de Tales, o comprimento y do segmento AY é proporcional ao
comprimento x do segmento AX. Mas qual seria a constante de

proporcionalidade?

A questio que surge neste momento é saber quando a correspondén-
cia y — x é uma proporcionalidade? Pela definicdo que temos,
terfamos que verificar que f(cx) = ¢f(x) para todos os valores de
¢,z € R, e em particular para todo ¢. Mas h4 uma dificuldade de
verificar este fato quando ¢ é um ntimero inteiro ou irracional. O
teorema que apresentamos abaixo determina quando uma funcgio

é linear. Comegamos, lembrando alguns conceitos sobre fungoes.

Observacao 2.1. Lembremos que uma funcdo f: X — R, com
X C R chama-se:

(a)- Crescente quando 1 < o = f(x1) < f(x2);

(b)- Mondtona ndo-decrescente quando 1 < zy = f(x1) <
f(@2);

(¢c)- Mondtona nao-crescente quando 1 < x9 = f(x1) > f(x2);
Em qualquer dos quatro casos dizemos que f é mondtona. Nos
casos (a) e (b) diz-se que [ é estritamente mondtona e nestes casos

f € injetiva.
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Teorema 2.1. Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Seja f: R — R wma funcdo crescente. As sequintes afirmacies

sG0 equivalentes:
(1) f(nx) =nf(x) para todo n € Z ¢ todo x € R.
(2) Sendo a = f(1), tem-se f(x) = ax, para todo x € R.

(3) f(x+y) = f(x)+ fly) para quaisquer x,y € R.

Prova: Vamos mostrar que (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).
Provamos primeiramente que (1) = (2), e comegamos provando
que para todo racional r = m/n, a hipotese (1) implica que f(rz) =

rf(x) para todo namero racional r ¢ x € R. De fato,

n.f(re) = f(nra) = f(ma) = m.f(),

logo

Ainda, sendo a = f(1) e desde que f(0) = 0 ( pois £(0)=£(0.0)=0.£(0)),

a monotocidade de f nos dd a = f(1) > f(0) = 0. Além disso,
f(r) = f(r1) =r.f(1) = ar para todo r € Q.

Mostramos agora que f(ax) = ax para todo x € R. Suponha por
absurdo que exista um nimero real ( necessariamente irracional)
tal que f(z) # ax. Suponhamos, sem perda de generalidade que

f(z) > ax. (O casoem que f(x) < az é tratado de modo analogo.)

Temos
f@ _
a
Seja r € Q tal que
1 (@) > > .
a

2
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Entdo f(z) > ar > az, ou seja, f(x) > f(r) > ax. Mas isto é
um absurdo, pois f é crescente logo, como r > x, deverfamos ter
f(r) > f(x). Isto completa a prova de (1) = (2).

Para provar que (2) = (3), observe que assumindo (2), f(z+y) =
a(z +y) = ax+ay = f(x) + f(y).

Assuma a hipotese (3). Seja n € N ent@o segue que f(nz) =
f(z 4+ x4+ ...2) e aplicando sucessivas vezes f(x + z) = f(x) +
f(x) obtemos que f(nx) = nf(x). O caso em que n é um inteiro

negativo segue de maneira semelhante. Assim prova-se que (3) =

(1). |

Observacao 2.2. As vezes o teorema da proporcionalidade deve
ser aplicado a grandezas, cujas medidas sao expressas por niimeros
positivos. Neste caso devemos introduzir a funcao F: R — R
definida por F'(0) =0, F(x) = f(x) e F(—z) = —f(x) para todo
x > 0 e aplicamos o teorema para F' obtendo condicbes equiva-
lentes a (1), (2) e (3) para f. Como consideramos a fungao f
crescente temos que a = f(1) > 0, mas poderfamos supor que f é

decrescente com a tnica diferenca que terfamos a < 0.

Exemplo 2.6. Suponhamos que investimos uma quantia x em
uma aplicacdo financeira. Depois de um certo tempo temos um
montante f(z). E evidente que f(x) é uma funco crescente em z,
pois quanto maior o capital aplicado, maior serd o montante final.
Mostramos agora que f(nx) = nf(x) para todo n € N e para todo
x € R. De fato, se aplicarmos um capital ' = na ( um capital
n vezes o capital x) e se fizermos n aplicacoes do capital z numa

mesma data, obteremos no final um mesmo montante.
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2.4 Caracterizacao da Funcao Afim

Um problema que surge nos problemas praticos é saber, se numa
determinada situacao, o modelo matematico a ser adotado é uma

funcdo afim. O préximo teorema caracteriza uma funcao afim.

Teorema 2.2. Seja f : R — R um fungdo mondtona injetiva.
Se o acréscimo f(x + h) — f(x) = 1(h) depender apenas de h e

nao de x, entdo f ¢ uma funcdo afim.

Prova: Suponhamos que f seja uma fungio crescente ( caso de
f ser descrescente se mostra de maneira andloga) e entdo ¥ (h)
também é uma funcio crescente em h. De fato, Se hy < hg entao
flx+h1) < f(x+h2) poisx+hy <x+hg e f € crescente e assim
= p(h) = f(z+h1) = f(z) < f(z + h2) — f(2) = (). Além
disso 9(0) = 0. Sejam h, k € R arbitrarios. Entao

b(h+k) =fl@+h+k) - f(z)
f((@+k) +h) = e+ k) + [z +F) = f(z)
(&

(h) + (k)

Logo, pelo Teorema da Proporcionalidade, pondo a = ¢(1), tem-se

¥(h) = ah para todo h € R. Assim

f@+h)—f(x) =ah

. Chamando b = f(0) e fazendo x = 0 na ultima equacdo, obtemos
f(h) = ah + b e, com uma mudanga de variavel, f(x) = ax + b

para todo = € R. |

Uma maneira natural de dizermos que f(z+h)— f(x) ndo depende

de z é dizendo "a acréscimos iguais de x correspondem acréscimos
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iguais em f(x)", ou de outra maneira, acréscimos sofridos por f(x)

8a0 proporcionais aos acréscimos dados a x.

Exemplo 2.7. Suponhamos que uma particula se move sobre uma
linha reta e sua posi¢ao é s(t), dada no instante t. O movimento
se diz uniforme quando a particula se desloca sempre no mesmo
sentido ( ou seja a funcio s € monotona) e, além disso a particula
percorre espagos iguais em tempos iguais. Ou seja, s(t + h) — s(t)
que é o espaco percorrido no tempo h, a partir da posicdo s(t),
depende apenas do acréscimo h e nao de t. Desta forma, s é uma
funcao afim e portanto s(t) = at + b, onde a = s(t + 1) — f(t)
o espaco percorrido na unidade de tempo, chama-se velocidade e
b=5s(0) & a posicio inicial.

Existe uma conexdo interessante entre fungbes afim e progressoes
aritmeéticas. Uma Progressao Aritmética pode ser vista geométrica-
mente como uma seqiiéncia de pontos x1, 2, . .., Zj, . . . igualmente
espacgadas na reta. Isto quer dizer que se h é arazao, h = x;11 —x;,

nao depende de 1.

Proprosicao 2.3. Seja f : R — R uma funcdo afim e x1, o, . . .,
Xi, ... uma progressao aritmética. Entao f(x1), f(x2),..., f(zi),. ..

também formam wma progressdo aritmética.

Prova: Seja y = f(x) = ar + b a fungfo afim e h = z;41 — x; a

razdo da progressdo aritmética xq,x2,...,Z;,.... Temos que:
f(@iv1)—f (%) = yir1—yi = azip1+b—(az;+b) = a(xit1—2;) = ah.

Logo a sequéncia de pontos y1 = f(z1),y2 = f(z2),...,¥:i =
f(x;),... esta igualmente espacada em ah unidades e portanto

forma uma progressao aritmética de razao ah. |
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Um resultado recfproco também é verdadeiro, como mostra a pro-

posicao:

Proprosicao 2.4. Seja f : R — R uma funcdo mondtona que
transforma qualquer progressdo aritmética x1,%o,...,T;, ... NuUmMa
progressdo aritmética y1 = f(x1),y2 = f(x2),...,yi = f(xi),....

Entdo f é uma funcdo afim.

Prova: Construimos uma funcio auxiliar g : R — R, definida
por g(x) = f(x) — f(0). Ent&o ¢g(0) = 0 e g transforma toda
progress&o aritmética noutra progressdo aritmética. De fato, se

T1,T2,...,Ti,... € uma progressao aritmética de razao h entdo:

(Tiyn) — £(0) = (f(z:) — £(0))
(zitn) — f(xi) = ha,

9(@iyn) —g(zi) =

I
- =

pois y1 = f(x1),y2 = f(x2),...,y; = f(x;),... € uma progressdo
aritmética por hipétese. Mostramos agora que g € linear. Para
todo real z, os nimeros —x,0,x formam uma progressio arit-
mética, logo 0 mesmo ocorre com os nitmeros g(—x), 0, g(x). Desta
maneira temos que —g(x) = g(—x) ( pois a distancia entre os pon-
tos g(—z) e 0 e 0 e g(x) sdo as mesmas e portanto g(—z) e g(x)
sdo simétricos em relagio a origem). Sejam x € R e n € N. Entéo
os numeros 0, x, 2z, ..., nz formam uma progressio aritmética, o
mesmo ocorrendo com os nimeros ¢(0) = 0, g(z), g(2x), ..., g(nz),
cuja razdo é g(x). Segue entdo do termo geral de uma progressio
aritmética que g(nz) = ¢(0) + ng(z) = ng(x). Se n é inteiro ne-
gativo, entdo —n € N e g(nx) = —g(—nx) = —(—ng(x)) = ng(x)
e assim g(nx) = ng(x) para todo x € Z. Pelo Teorema da Pro-

porcionalidade, segue que g é linear e desta forma, g(z) = az para
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todo z € R. Pondo b = f(0), obtemos:

f(@) = g(x) + f(0) = az + b,

para todo x € R. |

2.5 Conclusao

Nesta aula, definimos funcdo afim e estudamos alguns casos par-
ticulares como o caso da funcdo linear. O conceito de funcao
linear esté estritamente ligado ao conceito de proporcionalidade.
Mostramos, através do Teorema da Proporcionalidade como ter
certeza que a correspondéncia r — y & uma proporcionalidade
e este teorema ainda é 1til para mostrar outros resultados im-
portantes sobre funcao afim. Terminamos a aula caracterizando as
funcdes afim, ou seja apresentando um teorema que permita saber,
se numa dada situacao o modelo matemético a ser usado é o da

funcéo afim.
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RESUMO
Funcao Afim

Definicao: Uma funcio f: R — R chama-se afim quando exis-
tem constantes a,b € R tais que f(x) = ax + b, para todo x € R.

Uma fungao linear é um caso particular de uma fungéo afim, mais
especificamente no caso em que b # 0 e desta maneira uma fungéo
linear é dada pela formula f(x) = ax.

Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Seja f
R — R uma funcdo crescente. As seguintes afirmages sao equiv-

alentes:
(1) f(nz)=nf(x) para todon € Z e todo = € R.
(2) Sendo a = f(1), tem-se f(z) = ax, para todo = € R.

(3) f(z+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer z,y € R.

Caracterizacao da Fungao Afim: Seja f : R — R um funcéo
monotona injetiva. Se o acréscimo f(x+h)— f(z) = ¥ (h) depender
apenas de h e ndo de x, entdo f é uma funcio afim.

Fungoes Afim e Progressoes Aritméticas Seja f : R — R

uma fungfo afim e z1,x9,...,2;, ... uma progressio aritmética.
Entao f(z1), f(z2),..., f(x;),... também formam uma progressao
aritmética.

Proposigao Seja f : R — R uma funcdo moné6tona que trans-
forma qualquer progressdo aritmética xq,x2,...,Z;, ... nuMa pro-
gressdo aritmética y1 = f(x1),y2 = f(x2),...,yi = f(x;),.... En-

tao f é uma funcéo afim.
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ATIVIDADES

Atividade. 2.1. Mosire que uma funcdo afim é crescente quando

a > 0, decrescente quando a < 0 e cosntante quando a = 0.

Atividade. 2.2. Mostre que toda reta ndo-vertical é o grafico de

uma funcao afim.

Atividade. 2.3. No enunciado do Teorema Fundamental da Pro-
porcionalidade, foi feita a hipotese de que a funcio f fosse mono-
tona. Mostre o mesmo teorema assumindo a hipétese que f é
continua. bf obs: Note que a monotocidade, na demonstracdo sé
foi usada para provar que f(ar) = ar para todo r € Q e entdo
f(az) = ax para todo x € R . Admita que f é continua e conclua

que f(az) = ax para todo x € R.
Atividade. 2.4.

As leis da fisica, muitas vezes descrevem relacGes de proporcional-
idade direta ou inversa entre grandezas. Para cada uma das leis
abaixo, escreva a expressao matemética correspondente.

(a)- (Lei de gravitagdo universal) Matéria atrai matéria na razdo
direta das massas e na razdo inversa do quadrado das distancias.
(b)- (Gases perfeitos) A pressao exercida por uma determinada
massa de um gas é diretamente proporcional & temperatura abso-
luta e inversamente proporcional ao volume ocupado pelo gés.
(c)- (Resisténcia Elétrica) A resisténcia de um fio condutor é dire-
tamente proporcional ao seu comprimento e inversamente propor-

cioanal & area de sua secdo reta.
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(d)- (Dilatacao térmica) A dilatacdo térmica sofrida por uma barra
é diretamente proporcional ao comprimento da barra e & varaicao

de temperatura.

Atividade. 2.5. As grandezas X e Y s@o inversamente propor-
cionais. Se X sofre um acréscimo de 25%, qual a variacao per-

centual sofrida por Y.

Atividade. 2.6.

Os termos ay, as, . . ., an de uma P.A sdo os valores f(1), f(2),..., f(n)

de uma func¢éo afim.

(a)- Mostre que cada a; é ignal a drea de um trapézio delimitado
pelo grafico de f, pelo eixo OX e pelas relas verticais de equacdo
r=i—1/2ex=1i+1/2.

(b)- Mostre que a soma S = a1 + az + ...+ a, é igual a area do
trapézio delimitado pelo grafico de f, pelo eixo OX e pelas retas
verticais t =n—1/2ex=n+1/2.

(c) Conclua que S = %n

Atividade. 2.7. As grandezas X e Y sfo inversamente propor-
cionais. Se X sofre um acréscimo de 25%, qual a variagio per-

centual sofrida por Y.

Atividade. 2.8. Dada as progressoes aritméticas

(al,ag,...,an,...) (bl,bg,...,bn,...),

moslre que exisle uma, e somente uma, funcdo afim f: R — R
tal que f(a1) = b1, f(az) =ba,. .., flan) =bn, ....

Atividade. 2.9. Defina uma func¢go f : R — R pondo f(z) = 2z
se x é racional e f(z) = 3x se x for irracional. Mostre que se tem

f(nx) = nf(x) para todo n € Z e todo x € R, mas f ndo € linear.
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Atividade. 2.10. Prove que a fungao f : R — R definida por
f(x) = Tz +sen(2mz) é crescente e, para todo = € R fixado, trans-
forma a progressdo aritmética xz,x + 1,z + 2,... numa progressio

aritmética. Entretanto, f nao é afim.
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