AULA

Funcoes Quadraticas

META:

Definir e identificar uma funcio quadratica.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno deverd ser capaz de: Definir funcao
quadratica.

Entender como surgiu o estudo de fun¢es quadréaticas ao longo da
histéria.

PRE-REQUISITOS

Resolugao de sistemas lineares e critérios de colinearidade de pon-

tos no plano.
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3.1 Introducao

O estudo das fungoes quadraticas vem de longa data. Sua na-
tureza, esté ligada ao estudo da equacido quadratica como também

a0 estudo de seu grafico, o qual é uma parabola.

3.2 Funcao Quadratica

Definicao 3.1. Uma funcéo f : R — R chama-se quadréatica
quando existern nimeros reais a,b, ¢, com a # 0, tais que f(z) =

ax® 4+ bz + ¢ para todo x € R.

Os coeficientes a, b e ¢ da funcdo quadrética ficam inteiramente
determinados pelos valores que esta funcio assume. Assim se az?+
br+c=aiz’+bixz+c+1,paratodor € Rentdoa=ay, b=>b; e
¢ = c1. Este fato é facil de ser verificado e deixaremos como uma

atividade.

Observacao 3.1. Um trinémio do sequndo grau é uma expressao
formal do tipo aX?+bX +c com a,b,c € R, com a # 0. A palavra
"formal"usada na definicdo é para dizer que a letra X é apenas
um simbolo, sendo X? um modo de escrever X X. Dois trindmios
aX24+bX+ce a1 X2+b X +ep s8o iguaissea = aj, b="b1ec=cy.
Mais ainda, um trinémio pode ser identificado por uma terna de
niimeros reais (a,b,c). Assim podemos identificar um trinémio
do segundo grau com uma funcdo quadratica. Acada trinémio
corresponde a funcdo quadratica definida por  — az? + bz + c.

Pelas observacoes acima esta correspondéncia é biunivoca.

Proprosicao 3.5. Se duas funcées quadrdticas assumem 0s mes-

mos valores em trés pontos distintos 1, xo e x3, entdo estas funcgoes
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sGo tguals , isto €, assumem o mesmo valor para qualquer nimero

real T.

Prova: Consideramos as fungdes f(z) = az? 4+ bz + c e g(z) =
a'z? + bz + ¢ duas fungoes quadraticas que assumem 0s mesmos
valores f(r1) = g(z1), f(z2) = g(x2) e f(x3) = g(x3), para trés
nameros distintos z1, x2 € 3. Temos que f(z1)—g(x1) =0, f(z2)—

g(z2) =0 e f(x3) — g(x3) = 0. Isto significa que:

az? + by +c— (a2 +Vw + )

azd + bxo +c — (/23 + Vay + )

0.

0. (3.2)
azd +brs +c— (dz +bas+ ) =0.
Agora definindo « = a—a’, B =b—V ey = c—c. Assim o sistema

(3.2) pode ser escrito como:

az? + fry +v=0.
a3 + By +7 = 0. (3:3)
az} + Brs+v=0

Subtraindo a primeira equacao de cada uma das outras do sistema,

(3.3), vem:

a(z? — 22) + B(xe — 11) = 0.
a(x3 — 23) + Bz — x1) = 0.
Como 9 —x1 # 0 e x3—x1 # 0, podemos dividir a primeira destas

equacoes por xo — x1 € a segunda x3 — 1, obtendo

alxy +x2)+ B =0.
a(ry +x3)+ 8 =0.

(3.4)

Subtraindo membro a membro do sistema (3.4), temos que a(z3 —
x9) = 0. Como 3 — x9 # 0, resultta que a = 0. Substituindo nas

equacoes anteriores, obtemos sucessivamente 5 =0e v = 0. |

3
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Mais geralmente, dados arbitrariamente os niimeros reais yi, y2 €
Y3, existe um, e somente um terno ordenado de niimeros a, b, c

tais que

ax% +bri +c=y.

azi + brg + ¢ = yo. (3.5)

ax%—i—bxg—f—c:yg
Observe que neste sistema as incégnitas sdo a, b e ¢. Aplicando
0s mesmos passos da proprosicio acima é possivel resolver este
sistema. Deixaremos esta tarefa como atividade. Em particular, ao
resolver os sistema acima obtemos o seguinte valor para a incégnita

a.

(3.6)

1 Y3 — Y1 y2*y1}
a= —

I3 — T2 LT3 — T o — I

Proprosicao 3.6. Sejam x1,x2,x3 trés nimeros reais distintos e
Y1, Y2, Y3 numeros tais que os pontos A = (x1,y1), B = (x2,y2)
e C = (x3,y3) sdo ndo-colineares em R?. Egziste uma, e somente
uma, fungio quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢ tal que f(x1) = y1,
f(z2) =y2 e flas) = ys.

Prova: Dados trés niimeros reais distintos x1, 22 e x3 e trés niime-
ros reais arbitrarios y1, yo € ys3, existe apenas um terno de nimeros

a, b, ¢ tais que a funcao
f(z) = az® 4+ bx +c

compre f(z1) = y1, f(x2) = y2 e f(x3) = y3. Porém esta fun¢do
pode nao ser quadratica, a menos que tenhamos a # 0. Pela
expressao obtida para a incognita a na equacio (3.6), o valor de a
é zero se, e somente se, Livermos

Ys — Y1 _ Y2 — Y1 (3'7)

r3 — I SL‘2—$1'
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Se considerarmos os pontos A = (x1,y1), B = (z2,y2) e C =
(73,93) em R?, a condicio da equacio (3.7) significa que as retas
AC e AB tém a mesma inclinacio, isto é, os pontos A, B e C so

colineares.

Observacgao 3.2. Dados os pontos A = (z1,y1), B = (z2,y2) €
C = (x3,y3) distintos em R? a condi¢io apresentada nos textos
escolares do ensino médio, para que estes pontos seja colineares é
que

rr oy 1
=0

det T2 Y2 1 (38)

r3 ys 1
Resolvendo este determinante obtemos (xo — 1) (ys — y1) — (v3 —
z1)(y2 — y1) = 0, que é equivalente a equagio (3.7). Ou seja,
a mesma condicao de colinearidade para os pontos A, B,C que

obtemos, com a vantagem que nao requer o conhecimento de de-

terminantes.

3.2.1 Um problema Antigo

Um problema muito antigo, que data de mais de quatro mil anos é
encontrar dois nlimeros conhecendo-se sua soma e seu produto. Em
termos geométricos, este problema pode ser posto em encontrar os
lados de um retangulo, conhecendo o semi-perimetro s e a area p.
Chamamos um dos ntimeros de x, logo o outro ntimero serd s — x

( pois a soma dos dois deve ser s). Assim o produto é dado por
p=x(s —x) = sz + 27,

logo teremos que

z-—sx+p=0

3

Encontrar as raizes da
equacdo do segundo grau
2% —sz+p = 0 & um conhe-
cimento milenar. Porém
até o século XVI ndo se
usavam formulas para tal,
pois ndo se representavam
por letras os coeficientes
da equagcao. Isto comegou
a ser feito por Francois
Viete (1540-1603).
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e assim os niimeros procurados sdo as rafzes da equacgido (3.9).
Observe que se o niimero « é raiz desta equacdo, entdo o niimero
B8 = s — a também é. Para isto basta mostrar que § também é
raiz da equacdo (3.9). Deixaremos este fato como atividade para
o leitor.

A regra para encontrar dois niimeros cuja soma e cujo produto s&o
dados era enunciada pelos bablilénios da seguinte maneira:

Fleve ao quadarado a metade da soma, subtraia o produto e extraia
a raiz quadrada da diferenca. Some o resultado a metade da soma.
Isso dard o mator dos ndmeros procurados. Subtraia-o da soma
para obter o outro nimero.

Na notagio moderna, esta regra fornece as raizes

5y (3) -5V &)
.’L'—2 D) p (& S $—2 B P

2 _sx+p = 0. Uma explicacio de como se chegou

para a equagao x
a esta conclusao, acredita-se ser dada assim:

Seja « e B os niimeros procurados e digamos que o < 3. Estes
nimeros sdo equidistantes de sua média aritmética § = # Se
conhecermos a diferenca d = — (s/2) = (s/2) — a teremos os dois

nimeros a = (s/2) —d e 8 = (s/2) + d. Mas observe que

o= i) ) - ()

logo
I N
Assim
3
o m-a=3-(
e
=/ +d=2+/(3) ~»
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Como os dados do problema s e p eram sempre positivos, os Ba-
bilénios nunca tiveram a preocupacao com eventuais solugdes nega-
tivas fornecidas por esta regra. Porém em casos, como por exemplo
de encontrar dois niimeros cujos produto e soma sdo ambos iguais
a 2, eles afirmavam simplesmente que tais nilmeros nao existiam,

o que ¢ verdade no &mbito dos niimeros reais.

Observagao 3.3. Se procurarmos dois niimeros cuja soma é 6 e
cujo produto é 9, obteremos 3 e 3. Para ndo necessitarmos no enun-
ciado fazer esta distin¢do, usamos a notacio de costume, segunda
a qual palavra dois significa "dois ou um". Quando quisermos

garantir que significa "dois", diremos "dois nimeros distintos".

RESUMO

Definicao: Uma funcio f : R — R chama-se quadratica quando
existem niimeros reais a, b, ¢, com a # 0, tais que f(z) = ax?+br+c
para todo x € R.

O resultado, mais importante, visto nesta se¢do é que se sdo dados
trés pontos nao colineares A = (z1,41), B = (x2,y2) e C = (x3,y3)
sdo em R? entdo existe uma, e somente uma, funcio quadratica

f(z) = az? + bz + c tal que f(x1) =v1, f(x2) =y2 e f(x3) = y3.

ATIVIDADES

Atividade. 3.1. Se az?+bx + ¢ = a12® + bix + ¢+ 1, para todo

x € R, mostre que entdo a = a1, b =01 e c = ¢;.
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Atividade. 3.2. Dados arbitrariamente os niimeros reais yi, ys €
Y3, prove que existe um, e somente um terno ordenado de niimeros

a, b, c tais que

ax%+bx1+c:y1.
az + bxg + ¢ = ys.

ax%—i—bxg—i—c:yg
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