AULA

Grafico da Funcao
Quadratica

META:

Obter propriedades das funcbes quadraticas e esbocar seu grafico.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Esbocar o grifico de uma funcéo quadrética.

Provar a relacao para as raizes de uma equacao quadrética.
Estudar o movimento uniformemente variado através de uma funcéo

quadratica.

PRE-REQUISITOS

Defini¢o e propriedades da funcao quadratica.
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4.1 Introducao

Nesta secio vamos discutir e deduzir a forma canénica da equacao
quadratica, a qual permite provar que o grafico de uma funcgao
quadrética é uma pardbola. Também vamos mostrar aplicacoes

da funcio quadratica.

4.2 Forma Canonica do Trinomio

Considere o trinémio

ar’® + bz + c.

Considerando a # 0 e dividindo esta equagio por a, obtemos:
9 5 b c
ax —i—bx—i—c:a[x —l——ac—i——]
a a

As duas primeiras parcelas do colchete s&o as mesmas do desen-
volvimento do quadrado (:c + %)2. Assim completando quadrado,
podemos escrever
b b? b? c
2 2
woremalirales BP0
ar” +oxr+c=a|x” + 2ax+4a2 4a2+a

ou

b )2+4ac—_b2] (4.10)

ax2—|—bx—|—c:a[<x+2—a 102

Esta maneira de escrever o trindmio do segundo grau é chamada

de forma candnica.

Proprosicio 4.7. As raizes da equacio ax®+bx+c = 0 sio dadas

por:

_ —b+ Vb —4dac —b—Vb? —4dac

e T =
2a 2a

T
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Prova: Sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias:

ar’+br+c=0 <= (m+%)2+4‘fa2b2 =0
b \2 4
(I’ + %) - 4a2ac
IE‘F%) :l:\/b2 4ac
s = —bi\/b2 4ac

A passagem da linha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando

b2 — dac = A

chamado de discriminante é maior ou igual a zero (A > 0). Caso
tenhamos A < 0, a equivaléncia entre as linhas (1) e (2) significa

que a equacao dada nao possui solucdo real, pois o quadrado x+ %

nao pode ser negativo.

Da formula (4) segue imediatamente que, se o discriminante A =

b? — 4dac é positivo, a equacdo
ar? +bx+c=0.

tem duas raizes distintas

—b— VA —b+VA
a=—7F3— e f[f=—F—,
2a 2a

com a < f3, cuja soma é s = —b/a e cujo produto é

p = (b> — A)/4a® = dac/4a® = c/a.

Em particular, a média aritmética das raizes é —b/2a e desta
maneira, as raizes « e  estdo equidistante do ponto —b/2a. Quando

A =0, a equacao dada possui somente uma rafz, chamada de raiz

dupla, igual a —b/2a.

(4.11)

4
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Proprosicio 4.8. Seja f(x) = ax?+br+c uma fungio quadrdtica.

Se a > 0 entdo a funcdo assume um menor valor no ponto x = —%

e se a <0 a fungdo assume um valor mdzimo em x = —%.

Prova: Suponhamos que a > 0. A forma candnica

ax2+ba:—|—c—a[<x+i>2+4ac—_b2}
B 2a 4a? I

exibe no interior do colchetes, uma soma de duas parcelas. A
primeira depende de x e é sempre maior ou igual a zero. A segunda

é constante. Segue que o menor valor dessa soma é atingido quando

(g0

ou seja, quando ¥ = —%. Neste ponto, f(x) também assume

seu valor minimo f(—b/2a) = ¢ — %. Quando a < 0, o valor
f(=b/2a) = c— %é o maior valor dos niimeros f(x), para qualquer

z € R. [ |

Ainda usando a forma canénica, vemos que quando a > 0, f(z) =
ax® + bx + ¢ ndo assume valor maximo, ou seja, é uma funcdo
ilimitada superiomente. Analogamente, quando a < 0, f(x) n&o
assume um valor minimo, sendo portanto, ilimitada inferiormente.
Outro resultado que caracteriza a fungao quadratica, que segue da

forma canénica é o seguinte

Proprosicio 4.9. Seja f(x) = ax®+bx+c uma funcio quadrdtica

e x e x' dois pontos equidistantes de —b/2a. Entio f(x) = f(2').
Prova: Olhando para a forma canénica (4.16), vemos que f(z) =

f(2) se, e somente se,

by o, b2
(.%’—F%) —($ +2a),
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e como estamos considerando z # ', da equacao acima, segue que

n b n b
T+ —=x+ —
2a 2a’
isto &,
x+x’_ b
2 24

4.3 Grafico da Funcao Quadratica

Nesta se¢cdo vamos mostrar um resultado ja conhecido, que nos diz
que o grafico de uma funcgio quadratica é uma paridbola. Lem-
bramos inicialmente a definicdo da pardbola como o lugar geomé-

trico de pontos no plano.

Definicao 4.1. Seja d uma reta no planc e F' um ponto fora desta
reta. A Pardbola de foco F' e reta diretriz d é o conjunto de pontos
do plano que distam igualmente de F' e d. Ou seja, se P = (z,y)

é um ponto da Parabola, necessariamente
d(P,d) =d(P, F).

A reta perpendicular & diretriz, baixada a partir do foco F', chama-
se eizo da pardbola. O ponto mais proximo da diretriz chama-se
vértice da parabola. Ele é o ponto médio do segmento cujas extrem-
idades s&o o foco e a intersecdo do eixo com a diretriz. Lembramos
que a disténcia de um ponto a uma reta é o comprimento do seg-

mento perpendicular baixado do ponto sobre a reta.

Exemplo 4.1. Seja f(z) = x2. Entdo o gréfico de f é a parébola

cujo foco & o ponto F' = (0,1/4) e cuja reta diretriz é a reta
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—4P  PF=PQ

Figura 4.1: Elementos da Parabola.

horizontal y = —1/4. De fato, a distdncia de um ponto qualquer

P = (z,2?) do grafico de f ao ponto F = (0,1/4) é

d(P,F) = \/22 + (22 — 1/4))2.

A distancia do mesmo ponto P = (z,2%) aretay = —1/4 é
d(P,d) = x* + 1/4,

pois observe que a reta perpendicular a y = —1/4 baixada de P,

intersecta a reta y = —1/4 em um ponto @ = (x,—1/4) que tem a
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mesma abcissa que P. Logo a distncia entre P e a reta y = —1/4
¢ a distancia entre os pontos P e @, ou seja 22 + 1/4. Como
se trata de dois niimeros positivos, para verificarmos a igualdade
d(P,d) = d(P, F), basta ver que seus quadrados s2o iguais, o que
de fato é verificado.

Exemplo 4.2. Seja f(z) = ax® com a # 0. Entdo o grafico

desta funcdo quadratica é a parabola cujo foco € F = (0,1/4a)
e cuja reta diretriz é a reta horizontal y = —1/4a. De fato, a
distancia de um ponto qualquer P = (z,ax?) do grafico de f ao

ponto F' = (0,1/4a) &

d(P,F) = /22 + (ax? — 1/4a))2. (4.12)

Enquanto que a distancia do ponto P = (z,ax?) do grafico de f a

reta y = —1/4a é dada por
d(P,d) = (a2® + 1/4a). (4.13)

e agora observamos que x € R vale a seguinte igualdade:

1\2 1\2
2 2 L\ _ 2, 1
v —I—(ax 40,) (ax +4a> ’

onde o primeiro termo é o quadrado da distancia d(P, F') e o se-
gundo o quadrado da distancia d(P,d). Conforme o caso em que
a > 0 a concavidade da pardbola ¢ voltada para cima e quando
a < 0 a concavidade é voltada para baixo.

2coma # 0em € R qualquer.

Exemplo 4.3. Seja f(z) = a(x—m)
Entao o grafico da fungdo quadratica f é uma parabola cujo foco
é o ponto F' = (m,1/4a) e cuja reta diretriz é a reta horizontal
y = —ﬁ. Para verificar este fato observamos que o grafico de

f(z) = a(x —m)? resulta do grafico de g(x) = az? pela translacio

4

Observe que estamos u-
sando o seguinte resul-
tado: Sejam z,y € R™, ou
seja, x > 0 e y > 0 reais.
Entao x = y se, e somente
se, o2 =y
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horizontal (z,y) — (x + m,y), a qual leva o eixo z = 0 no eixo

r=m.

Exemplo 4.4. Dados a,m,k € R, com a # 0, o grafico da funcgao
quadratica f(z) = a(z —m)? + k é uam parébola cujo foco &
F=(mk+ ﬁ) e cuja reta diretriz é a reta horizontal y = k — ﬁ.
Para verificar este fato, observe que o grafico da fun¢do quadratica
f(z) = a(x — m)? + k é obtido do grafico da fun¢io quadratica
f(x) = a(x —m)? por meio da translacio vertical (z,y) — (z,y+

k), que leva o eixo OX na reta y = k e a reta y = —ﬁ na reta

_ 1
y—k—E
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Proprosi¢io 4.10. O grdfico da funcio quadrdtica f(x) = ax® +

br + ¢, com a # 0 é uma pardbola cujo foco é o ponto F =

4ac—b%—1

(;b 4ac—b%+1
4a

50> qa) e cuja reta diretriz € a reta horizontal y =

Prova: A forma candnica nos dé:
az® + br +c=alz —m)?® +k,

onde m = ;—(f e k = (4ac — b*)/4a. Usando o Exemplo 4.4 conclui-

mos a prova. |

O ponto mais préoximo da diretriz é aquele cuja abcissa é & =
—b/2a. Neste ponto, f(Z) atinge seu valor minimo quando a > 0
e seu valor méximo quando a < 0. Ainda quando Z = —b/2a, o
ponto (z, f(Z)) é o vértice da pardbola que constitui o grafico de
f(z). Observamos ainda que a reta vertical x = —b/2a é chamada
eizo da pardbola e € um eixo de simetria do grafico de f. De fato,
provamos na aula anterior que que a funciio quadrética f assume
valores iguais f(x) = f(a') se, e somente se, z = z’.
O gréafico da fungio quadratica, é de vital importéncia para en-
tendermos o comportamento desta funcdo. Por exemplo os pontos
deste grafico onde a funcdo intersecta o eixo OX sdo as raizes da
equacao quadratica

az’ +br +c=0.
Se denotarmos por « e [ as abcissas destes pontos entdao a abcissa
do vértice da parabola é o ponto médio do segmento [, 3].

Observagao 4.1. Consideremos algumas observagoes sobre trans-

lacCes de graficos de fungoes reais.

e Aplicando a translacgo horizontal (z,y) — (x + m,y) ao

grafico da funcdo f : R — R, obtém-se o grafico da fungio
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g: R — R, tal que g(z) = f(z —m) para todo x € R. De
fato, todo ponto (z, f(x)) é levado pela translacgo no ponto
(z+m, f(x)). Escrevendo T = x+m donde x = Z—m, vemos
que a transformacao leva cada ponto (z, f(z)) do grafico de

f no ponto (z, f(z —m)) = (Z, g(%)) do gréafico de g.

e A Translagio vertical (x,y) — (x,y + k) transforma o gra-
fico da funcdo f : R — R no grafico da funcdo h : R —
R, tal que h(z) = f(z) + k. Com efeito, esta transfor-
magdo, leva cada ponto (x, f(z)) do grafico de f(x), no ponto

(x, f(x) + k) = (x,9(z)) do grafico da g(x).

Mostraremos agora que a pardbola que é o gréafico da fungéo f(z) =
ar® + bz + c é transformado no grafico da funcio h(z) = az?
mediante a nma translacdo horizontal, segnida de uma translagao

vertical. De fato, dada a funcdo quadrética
f(x) = ax® 4+ bx +c,

cujo grafico é uma pardbola e tem vértice cuja abcissa tem coor-
denada m = —b/2a, submetida a translacdo horizontal (z,y) —
(x —m,y), determina uma nova parabola, cujo vértice tem abcissa
zero e estd sobre o eixo OY . Pelo que vimos anteriormente na Ob-

servacao 4.1, esta nova parébola é o grifico da fungio quadratica

g(x) = flz —m) = flz— )

_p2 . . ~ .
onde k = %. Em seguinda aplicamos a translacao vertical

(z,y) — (x,y + k), obtendo-se uma nova parabola cujo vértice
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agora é a origem (0,0). Segue da Observacio 4.1 que esta parabola 4

é o grafico da fungéo

h(z) =g(z) — k= az’ + k — k = ax®.

2

Os gréficos das fungdes f(r) = ax? e )(z) = —ax? sdo congruentes,

pois se usarmos a relexdo em torno do eixo horizontal, ou seja, a
transformacdo (z,y) — (z,—y), leva o grafico de ¥ (z) = —az?
no grafico de f(x) = az?. Diante de tudo que discutimos acima,

podemos enunciar o seguinte resultado:

Proprosicao 4.11. Se a = +d’ entdo os grdficos das fungies
f(z) = az? +br+ceg(x) =dz?+bz+c sio pardbolas congru-

entes.

Também vale a reciproca do resultado acima, ou seja, se os grafi-
cos de f(z) = ax® + br +ce g(z) = a’'x® + b’z + ¢ sfo pardbolas
congruentes entdo teremos a = +a’. Para verificar este fato, basta
considerar as funcdes fi(z) = az? e g1(x) = a’2?,(pelo que ja dis-
cutimos anteriormente, o grafico da fungdo f pode ser levado ao
grafico da fungio fi, via translacCes, de modo que sejam congru-
entes) com a > 0 e a > 0. Se a # d entdo ou a > d e entdo
ax® > a'z? para todo € R, ou a < d’ e entdo ax® < a'z? para
todo x € R. Em ambos os casos teremos que as parabolas que sdo

graficos de f1 e g1 ndo sdo congruentes.

4.4 Aplicacoes

Nesta secdo vamos apresentar dois exemplos que mostram a apli-

cabilidade e a importancia da funcio quadratica.
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Um exemplo do uso destas
superficies parabolicas,
¢ dado pelas antenas
parabolicas  empregadas
na radio-astronomia ou
até mesmo em apare-
lhos de televisao, onde
estas refletem os sinais
proviniente de um satélite
sobre sua  superficie,
fazendo-os convergir para
um tnico ponto, o foco e
desta forma tornando o
sinal mais forte.
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4.4.1 Uma Propriedade da Parabola

Definigao 4.2. Uma superficie parabdlica ou paraboldide de revo-
lugio € a superficie obtida quando giramos uma parabola em torno

do seu eixo.

Esta superficie possui uma série de aplicacdes, decorrente de uma
propriedade da pardbola que vamos discutir nesta secio.

Comecamos nossa discussao lembrando do principio fisico que esta-
belece que num raio refletido em uma superficie refletora, o &ngulo
de incidéncia é igual ao angulo refletido. No caso da superficie
parabdlica, para entendermos os &ngulos de incidéncia e refletido,
substituimos esta superficie pela pardbola obtida pela interseccao
da superficie com o plano que contem o &ngulo incidente, o &ngulo
refletido e o eixo de rotacao. Observamos, que necessitamos definir
o &ngulo entre uma curva e uma reta. O angulo entre uma curva e
uma reta que se intersectam num ponto P, é por defini¢do o Angulo

entre esta reta e a reta tangente a esta curva no ponto P.

Figura 4.2: Angulo entre uma reta e uma curva.
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Proprosigao 4.12. Se a pardbola é o grdfico da funcio f(x) =
ax?® + bx + ¢, entdo a reta tangente a esta pardbola no ponto P =

(z0,Y0) € a reta que passa por este ponto e tem equagao y = 2axo+

b.

Lembramos que a reta tangente a uma parabola no ponto P é a
reta que passa por este ponto e todos os demais pontos da parabola
estdo num mesmo lado desta reta. Vamos a demonstracio da
Proposicao.

Prova:

i, v+ dax Hhiix-

Figura 4.3: Equacio da reta tangente a Parabola.

Suponhamos, sem perda de generalidade que a > 0. Lembramos
que a reta que passa pelo ponto Py = (z0,v0) = (0, az? + bz +c)

e tem inclinacdo 2axg + b tem equagio

y = (2axg + b)(x — x0) + axd + by + c.

4
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Entao segue que:

r#x9 = azx’+br +c— [(2azg + b)(x — mo) + axd + bxy + ]
= a(z — x0)? > 0.

Isto mostra que a reta que passa pelo ponto Py = (z9,yp) e tem

inclinacdo 2axg+ b é tal que para todo ponto de abcissa x # zg da

parabola estd acima da reta mencionada. Logo esta reta é tangente

a parabola neste ponto. |

Como acabamos de ver na prova da proposi¢do acima, se a > 0
entdo a pardbola se situa acima de qualquer de suas tangentes e
analogamente, se a < 0 ela se situa abaixo de qualquer uma de
suas tangentes.

Consideremos a pariabola que é o grafico da funcio quadratica
f(z) = az® 4 bz + ¢,

cuja tangente no ponto P = (z,y) tem inclinacdo 2az + b. Seja s
a reta que une o foco I ao ponto @, pé da perpendicular baixada
de P sobre a diretriz d. Vamos supor que 2ax + b # 0, ou seja,
x # 2a/b e assim o ponto P nao é o vértice da pardbola. A
inclinacao da reta s é a fragdo cujo numerador é a diferenca entre
as ordenadas de @ e F' e cujo denominador é a diferencga entre as
abcissas destes dois pontos. Vimos ja que F' = (m,k + 1/4a) e
Q = (xz,k —1/4a), onde m = —b/2a e k = ordenada do vértice da
pardbola. Logo a inclinacao de s é:

F-Lt-(k+d) 1 1

r—m 72a(x—m)72a(x+%)i_2ax+b'
(4.14)
Isto mostra que a reta s é perpendicular & reta tangente & parabola

no ponto P. Se P é o vértice da parabola (xr = —b/2a) a reta s
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seria vertical e a reta tangente no ponto P teria inclinagao nula e
logo seria horizontal e neste caso, também terfamos as duas retas

perpendiculares.

Proprosicao 4.13. A tangente a pardbola num ponto P faz dngu-
los iguais com a paralela ao eixo e com a reta que une o foco F' a

esse ponto.

Prova: Seja @ o pé da perpendicular baixada de P sobre a diretriz.
Pela definicdo da parébola, temos que FP = PQ e desta forma o
trigngulo FQP & isésceles. Além disso, acabamos de ver que F'Q)
é perpendicular & tangente, ou seja, a tangente é a altura deste
triangulo isoceles, logo é também bissetriz. Logo os angulos FPT

e T'PQ sio iguais. Logo FPT'=T'PQ = a. |

Figura 4.4: A tangente & parabola num ponto P faz &ngulos iguais

com a paralela ao eixo e com a reta que une o foco F' a esse ponto.

4

Asretasy =ax =bey =
adr+b,coma#0ead #
0, sao perpendiculares se,
e somente se, a’ = 1/a.
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No exemplo de uma antena parabdlica, se esta estiver voltada para
a posicao do satélite, a grande distancia faz com que os sinais emi-
tidos por este seja trajetérias praticamente paralelas ao eixo da
superficie da antena. Logo eles se refletem na superficie e con-
vergem para o foco, de acordo com a proposicao que acabamos de

demonstrar.

4.4.2 O movimento uniformemente variado

Suponhamos que a posi¢do de um corpo f(t) no instante ¢t é dada

pela funcao quadrética
L o
ft) = §at + bt +c. (4.15)

O movimento dado pela fun¢do dada pela Equacio (4.15), é cham-
dado de movimento uniformermente variado. A constante a chama-
se aceleracdo, b € a velocidade inicial ( no instante t = 0) e c € a
posicdo inicial do corpo.

Em qualquer movimento, dado pela funcao f, o quociente

f(t+h) — f(t)  espago percorrido
h ~ tempo percorrido

chama-se velocidade média do ponto no intervalo cujos extremos
s@ao t e t + h. No caso em que f é dada pela formula (4.15), a
velocidade média do mével entre os instantes ¢t e ¢t + h € igual a
at + b+ ah/2. De fato:
f(t+h}3_f(t) _ %a(t+h)2+b(t+h])l+c—(%at2+bt+c)
=at+b+ ah/2.

Se tomarmos h cada vez menor, este valor se aproxima de at + b.
Por isso diz-se que

v(t)=at+b
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é a velocidade do ponto no instante t. Quando temos ¢t = 0 temos
v(0) = b, por isso b se chama a velocidade inicial. Além disso,
vé-se que a = [v(t + h) — v(t)]/h para quaisquer t, h, logo a acele-
racdo constante a é a taxa de variacdo da velocidade. Por isso o
movimento se chama uniformemente variado.( Uniformemente a-
celerado ou retardado, conforme v tenha o mesmo sinal de a ( isto
é,t > —b/a) ou v tenha sinal oposto ao de a ( ou seja, t < —b/a)).
Um exemplo pratico do Movimento Uniformemente Variado é a
queda de corpos no vacuo, sujeitos & acdo apenas da gravidade.
Neste caso a aceleracdo é a da gravidade, normalmente indicada
pela letra g. Através de nosso conhecimento da funcao quadratica
podemos obter uma descricdo completa do movimento uniforme-
mente variado.

Outro exemplo do movimento uniformemente variado é o movi-
mento de um projétil (uma bala, por exemplo) langado por uma
forca instantanea e a partir dai, sujeito apenas & acdo da gravidade,
sendo desprezada a resisténcia do ar. FEmbora o processo ocorra
no espaco tridimensional a trajetéria do projétil esta contida no
plano determinado pela reta vertical no ponto de partida e pela

direcao da velocidade.

Observacao 4.2. Quando o movimento ocorre no plano ou no es-
paco, a velocidade é expressa por um vetor (segmento de reta ori-
entado), cujo comprimento se chama velocidade escalar do movel.
A direcio e o sentido desse valor indicam a direcao e o sentido do

movimento.

No plano em que se d4 o movimento, tomemos um sistema de
coordenadas cuja origem é o ponto de partida do projétil e cujo

eixo OY & a reta vertical que passa por este ponto. A velocidade
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inicial do projétil é o vetor v = (v1,v2) cuja primeira coordenada
v1 fornece a velocidade da componente horizontal do movimento
(deslocamento da sombra, ou projecdo do projétil sobre o eixo
horizontal OX). Como a tnica for¢a atuando sobre o projétil é a
forca gravitacional que n&o possui componente horizontal, resulta
que , se P = (z,y) ¢ a posicdo do projetil no instante ¢, tem-se
xr = vit.

A aceleracgo da gravidade é constante, vertical, e igual a —g. (
O sinal menos se deve ao sentido da gravidade ser oposto & orien-
tacao do eixo vertical OY.) Portanto, a componente vertical do
movimento de P é um movimento uniformemente acelerado sobre
o eixo OY, com aceleragio igaul a —g e velocidade inicial vs.
Logo em cada instante ¢, a ordenada y do ponto P = (z,y) é dada
por y = —%gt2 + vot ( n&o hé termo cosntante, pois y = 0 quando
t = 0). Se v; = 0 entdo, para todo t, tem-se x = v1t = 0, logo
P =(0,y), com

L s
Yy = —§gt + vat.

Neste caso, a trajetéria do projétil é vertical. Suponhamos agora
que v1 # 0. Entéo, de x = vit vem ¢t = x/v;. Substituindo ¢ por

este valor na expressao de y, obtemos
y=az’+br, onde a=—g/2v%, e b=wy/v;
isto mostra que a trajetéria do projétil é uma parabola.

RESUMO

Funcoes Quadraticas Dada a fun¢o quadratica

ax® + bx + c.
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a mesma pode ser escrita da seguinte maneira: 4
am2+bx+c—a[(az+ b>2+4ac—b2] (4.16)
N 2a 402 I ’

a qual é chamada forma canoénica. A forma canodnica permite obter
importantes informac6es sobre o comportamento desta funcéo, como
demonstrar que o grafico de uma func¢io quadratica é uma parabola,
ou seja,

Proposicao: O gréfico da funcio quadratica f(x) = az?+bx +ec,

) ) . ) _ b2

com a # 0 é uma parébola cujo foco é o ponto F' = (2—;’, 4“472“'1)
. o, . _p2_

e cuja reta diretriz ¢ a reta horizontal y = 4‘“34721.

Ainda, a forma canonica, permite provar as formula classica para
as rafzes de uma equacao quadrética

x_—b—l—\/b2—4ac . x_—b—\/b2—4ac
- 2a - 2a '

Outra propriedade da funcdo quadratica, é enunciada como:

Proposiciao: Seja f(z) = ax?® + bz + ¢ uma funcio quadratica.

b

Se a > 0 entdo a fungdo assume um menor valor no ponto x = —5-

e se a < 0 a funcfo assume um valor méximo em x = —%.

Ainda obtemos como aplicacdo da funcdo quadratica, uma pro-
priedade interessante da pardbola, a qual nos informa que retas
paralelas ao eixo da pardbola refletem passando pelo foco. Esta

propriedade tem intimeras aplicacoes no cotidiano. Outra apli-

cacdo € no estudo do Movimento Uniformemente Variado.

ATIVIDADES !
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Atividade. 4.1. Considere a funcio quadratica f(z) = ax?+bx+
c,onde a,b,c € R, a # 0 se seja x1, x2 e x3 trés nimeros distintos.
Dados arbitrariamente os ntmeros reais y;, y2 € y3 entdo existe
um, e somente um, terno de nimeros a, b e ¢ tais que a funcéo f

cumpre f(z1) = y1, f(22) = y2 e f(x3) = 3.

Atividade. 4.2. Qual o valor maximo do produto de dois niumeros

cuja soma é constante.

Atividade. 4.3. Considere a funcéo quadratica
f(z) = az® + bz +c,

onde onde a,b,c € R, a # 0. De acordo com o que foi visto no
texlo, delermine:

(a)- As coordenadas do vértice do grafico da func&o.

(b)- O eixo da parabola.

(c)- Suponha que a fun¢fo f possua duas rafzes o e 8, o # .

Conclua que a abcissa do vértice é o ponto médio do segmento
o, B].

Atividade. 4.4. (a)- Considere a funcio quadratica f(z) =
ax?® + bx + c. Defina as operacdes (translacoes) para trasnformar
esta parabola na pardbola h(x) = ax?. Dizemos entdo que estas
parabolas sdo congruentes.

(b)- Considere a transformac@o, que consiste em uma reflexdo
em torno do eixo horizontal, ou seja, a transformacéo (z,y) —
(z,—y). Esta transformacio leva o grafico de g(z) = —az? no
grafico de h(x) = ax?. Defina as operacdes (translacdes e/ou
reflecoes) que transforma a parabola f(z) = —ax?® 4 bxr + ¢ na

parabola h(z) = ax?.



Matematica para o Ensino Médio I AU LA

Obs: Dos itens (a) e (b) acima, podemos resumir: Se a’ = +a 4
entdo os graficos das funcdes quadraticas f(z) = ax? +br +c e
Y(z) = d'z? + Yz + ¢ sio congruentes.

(c) Considere as fung¢oes quadraticas f(x) = %xQ - %1’ +5eg(x) =

—%:1:2 —5x+25. Determine o conjuntos de operacSes que leva uma

delas sobre a outra. Esboce o grafico destas duas pardbolas.

Atividade. 4.5. Encontre a funcio quadratica cujo grafico é dado

pela figura:

Atividade. 4.6. Escreva cada uma das fun¢oes quadraticas abaixo
na forma f(x) = a(z —m)? + k. A seguir, calcule sua raizes (se
existirem), o eixo de simetria de seu grafico e seu valor minimo ou
mAaximo.

(a)- f(z) = 2% — 8z + 23.

(b)- f(x) = 8z — 222.

Atividade. 4.7. Seja f(z) = ax?® + bz + ¢ com a > 0.

(a)- Mostre que

961-1-962) < f(l'l)‘i'f(@).

15 2

(b)- Mais geralmente prove que se 0 < o < 1, entéo
flazy + (1 = )2z) < af (1) + (1 — a) f(2).

Interprete geometricamnete este resultado.
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Atividade. 4.8. Considerando que uma fita se enrola em um car-
retel segundo circulos concentricos, igualmente espacados, Mostre
que o tempo T'(n) de gravagao ap6s n voltas é dada por uma fun¢io
do tipo T(n) = an? + bn. Suponha que a velocidade da fita seja

constante.

Atividade. 4.9. Dado um conjunto de retas no plano, elas deter-
minam um nimero méximo de regides quando estdao na chamada
posicao geral: isto é, elas sdo concorrentes duas a duas e trés retas
nunca tém um ponto em comum. Seja R, o nimero méximo de
regides determinadas por n retas no plano.

(a)- Quando se adiciona mais uma reta na posi¢do geral a um
conjunto de n retas em posicdo geral, quantas novas regides sao
criadas?

2 ~ .

(b)-Prove que R, = “t*2 (Sugestdo: Escreva R, da seguinte

maneira R, = (Rn—Rn_l)—l-(Rn_l —Rn_z)—l-. . .+(R2—R1)+R1.)

Atividade. 4.10. Se x e y sdo niimeros reais tais que 3x+4y = 12,

determine o valor minimo de z = 22 + y2.

Atividade. 4.11. Qual o valor méaximo de 21n — n?, onde n é

inteiro.

Atividade. 4.12. Determine explicitamente os coeficientes a, b e

¢ do trindmio f(z) = ax? + bz + c em funcio de f(0), f(1) e f(2).

Atividade. 4.13. Que forma tem o grafico da func¢éo f : [0, 00] —
R dada por f(z) = .

Atividade. 4.14. Mostre que a equagao /& +m = x possui uma

raiz se m > 0, duas raizes quando % < m < 0, uma raiz para

m = —1/4 e nehuma raiz caso m < —1/4.



Matematica para o Ensino Médio I AU LA

Atividade. 4.15. Prove que a funcdo continua f : R — R 4
é quadratica se, e somente se, para todo h € Rfixado, a funcio

Y(z) = f(x + h) — f(x) é afim e nao constante.
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