AULA

Caracterizacao das
Funcoes Quadraticas

META:

Obter os teoremas de caracterizagdo das fungbes quadraticas.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar a relagio entre fungdes quadraticas e progressoes arit-

méticas.

PRE-REQUISITOS

Defini¢o e propriedades da funcao quadratica.
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5.1 Introducao

Uma questdo importante na matematica, e nas ciéncias que fazem
uso da matematica, é saber se, numa dada situacéo, a funcéo que
dever ser adatada para modelar o problema de maneira a refletir
a realidade do fenémeno estudado. Com base, neste pensamento,

vamos caracterizar as funcdes quadraticas.

5.2 Teoremas de Caracaterizacao das funcoes

quadraticas

Comecamos observando que uma fun¢fo quadratica nunca é moné-
tona e desta forma, nos teoremas de caracterizacdo que apresen-
tamos a seguir, trabalharemos com a hipdtese de continuidade.
Ou seja, admitiremos conhecido que uma fun¢ao quadratica é con-
tinua e que se duas fungbes continuas f,¢g : R — R sdo tais que
f(r) = g(r) para todo racional r entdo f(x) = g(x) para todo x

real.

Definicao 5.1. Uma progressdo aritmética de segunda ordem é

uma sequéncia yi,%2, ... tal que as diferencas sucessivas

di=y2—y, d2=y3s—y2,  d3=ys—ys,
formam uma progressdo aritmética usual.

Exemplo 5.1. Considere a sequéncia 1,4, 9, 16,25, ... dos quadra-
dos dos niimeros naturais é uma progressao aritmética de segunda
ordem. De fato, as diferencas sucessivas

d=4—-1=3, do =9—4=5, dg=16—-9=17,

dy=25-16=9...
(5.17)
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formam uma progressdo aritmética de razao 2.

Proprosicao 5.14. Seja f : R — R wma funcdo quadrdtica e
T1,T2,T3,... € uma progressdo aritmética arbitrdria entdo os ni-

meros y1 = f(@1), y2 = flxa), ys = f(ws), ... formam uma

progressao aritmética de sequnda ordem.

Prova: Seja x;4+1 — x; = r a razdo da progressdo aritmética
x1,%2,T3, ..., entao segue que z;y+1 = x; + r. Temos que:
) — . — qr2 b
Yir1 = f(wi1) = axi +bxip1 +c,
2
yi = f(z;) = az; + bz; +c,
. - ) — ar2 b
yl—l = f(xz_l) = a:L’Z-_l + .7}1_1 + C.

e desta forma

diy1 = Yit1 — Yi = a(xfy — x3) + (i1 — x5)
= a(2rz; + %) + br
di =Yi—Yi-1 =a(x? — 22 ) +b(x; — 1)

=a(2rz;_1 +1r?) +br.

e finalmente
div1 —d; = a(2re; — 2ra;_1) = 2ar(z; — ;1) = 2ar?

0 que mostra que a sequéncia que dj,da,ds, ... € uma progressao

aritmética de razao 2ar2. |

Agora vamos mostrar que vale a reciproca deste resultado.

Proprosicao 5.15. Toda funcio f: R — R continua que trans-
forma progressoes aritméticas em progressées aritméticas de se-

gunda ordem ¢ da forma f(z) = azx® + bx + c.

5
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Sejam
a1,02,03,...,0n,y ...

os termos de uma P.A de
razao r. Entao o n-ésimo
termo da P.A é dado por
nt1 =a1+ (n—1)r.

Considere os n primeiros
inteiros 1,2,3,...,n. En-
tao a formula para a soma

destes é dada por S, =
(n+1)n
e
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Prova: Comecamos mostrando que se yi,y2,93,... &€ uma pro-
gressao aritmética de segunda ordem, existem ntimeros reais a, b, ¢
tais que yn = an® 4 bn + ¢ para todo n € N. Assim considerando
a funcio f(r) = ax?® + bz + ¢, temos y, = f(n) para todo n € N.
Desta maneira a restricdo de f ao nimeros naturais fornece os
termos de uma P.A de segunda ordem dada. Para ver este fato,

observamos que as diferencas sucessivas

di = y2 — Y1, do = y3 — Yo, ds = ys — y3,

formam uma P.A ordiniria, cujo primeiro termo é d = yo — y1 €

cuja razao chamamos de r;. Portanto seu n—ésimo termo é:
Yn+1 = Yn = d + (n — 1)1y,
paran =1,2,3,.... Temos entdo:

Ynt1 = Unt1 = YUn) + Wn —Yn—1) + ...+ (2 —y1) + 01
=[d+n-Ur]+[d+n-=2)r]+...+[d+7r]+d+wmn

=nd + 771(”2_1)7“ + 91,

para todo n € N. Observamos que a ultima igualdade foi obtida
usando a formula da soma para os n—1 inteirosn—1,n—2,...,2,1.
Substituindo n+1 por n na equagio acima ( desde que esta é valida

para n = 0), obtemos:

Yn = (n_ 1>d+ (n—1)2(n—2)r+y1’
=In?+(d—3)n+r—d+y—1,
= an® + bn + c.

paratodon € N, coma=7r/2,b=d—-3r/2ec=r—d+y;. 1
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Exemplo 5.2. A sequéncia 3,7,13,21,31,43,... é uma P.A de

segunda ordem, pois as diferencas sucessivas

di =y2—y1="7-3, dy=y3 —y2 =13 -7, (5.18)
d3:y4—y3:21—13, ey

formam a P.A ordinéria 4,6,8,10,12, ... de razdo r = 2 e primeiro
termo d = 4. Assim o n-ésimo termo da sequéncia inicial pode ser
escrito da forma 1, = an?+bn+c. As constantes sdo determinadas
de acordo com as expressoes obtidas na prova do teorema acima,
ouseja,a=r/2=1,b=d—-3r/2=4—-3=1lec=r—d+y =

2 — 4+ 3 =1. Assim o termo geral & y, = n? +n + 1.

Vamos supor que a P.A de segunda ordem é nao degenerada, ou

seja, ngo é uma P.A ordindria.

Teorema 5.1. Caracterizacao das Funcoes Quadraticas A
fim de que a funcdo continua f : R — R seja quadrdtica €
necessdrio e suficiente que toda progressao aritmética nao cons-
tante r1, T2, X3, ..., Ty ... seja transformada numa progressdo arit-
mética de sequnda ordem nao-degenerada y1 = f(x1), y2 = f(x2),

ys = f(x3), . yn = f(Tn), ... .

Prova: A necessidade ja foil provada acima. Seja f : R — R
funcdo continua com a propriedade de transformar toda P.A n#o
constante numa P.A de segunda ordem nao degenerada. Fazendo
g(z) = f(x) — f(0), obtemos que g tem as mesmas propriedades
que f e ainda ¢g(0) = 0. Consideremos a P.A 1,2,3,.... Entdo
os valores g(1),9(2),9(3),... formam uma P.A de segunda ordem

nao-degenerada. Logo existem constantes a # 0 e b tais que

g(n) = an® + bn

Seja Y1,Y2,Y35 -y Yny - - -
uma P.A de segunda or-
dem. Esta é dita degene-
rada se as diferencas su-
cessivas formam uma se-
quéncia constante, ou seja,
uma P.A de razdo nula e
assim, a primeira sequén-
cia é uma P.A ordinaria
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para todo n € R. Observe que o termo ¢ = 0 pois g(0) = 0 e por
1SS0 NAao aparece Na expressao acima.
Fixamos arbritariamente um niimero p € N e consideremos a pro-
gressao aritmética
123 n
il R I
De modo andlogo, concluimos que existem constantes a’ # 0 e b/
tals que
n
g(—) =adn?+btn
p
para todo n € N. Assim para todo n € N, temos:

an® +bn = g(n) = 9(%) = d'(np)* + V' (np) = (a'p*)n* + (V'p)n

Portanto as fun¢des quadraticas an? +bn e (a’p?)n? + (V'p)n coin-
cidem para todo £ = n € N. Como vimos no fnicio do estudo de
funcdo quadratica, isto implica que a = a’p? e b = b'p, ou seja,
a' =a/p? el =b/p. Logo para quaisquer niimeros naturais n e p
vale:
g(%) =a'n’®+bn

= ]%HQ + %n

=a(2)”+b(2).
Vemos que as funcdes continuas g() e ax?+bx sdo tais que g(r) =
ar? 4 br para todo niimero racional positivo 7 = n/p. Segue-se que
g(z) = ax® + br para todo nimero real positivo x. De modo
andlogo, considerando-se a P.A —1, -2, —3,..., concluirfamos que
g(z) = ax® + bz para todo z < 0. Logo pondo f(0) = ¢, temos qie
f(z) = g(x) + ¢, ou seja,

f(z)=az®+ bz +c

para todo x € R. |
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5.3 Conclusao

Vimos uma maneira de caracterizar uma funcdo quadratica por

meio de progressoes aritméticas.

RESUMO

Caracterizacao da Funcao Quadratica
Definicao Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma

sequéncia y1, ¥, . . . tal que as diferencas sucessivas
di = y2 — y1, d2 = y3 — y2, d3 = y4 — ys,

formam uam progress&o aritmética usual.

Teorema da Caracterizacao da Funcao Quadratica A fim de

que a funcio continua f : R — R seja quadrética é necessario e

suficiente que toda progressio aritmética n&o constante x1, x2, x3,
..y Xy ... seja transformada numa progressao aritmética de se-

gunda ordem nao-degenerada y1 = f(r1), y2 = f(x2), y3 = f(x3),

o n = @)y
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