AULA

Funcoes Polinomiais

META:

Definir e obler propriedades de funcdes polinomiais.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar e conhecer informacSes de natureza geral sobre fungoes
polinomiais.

Calcular uma aproximacao para as raizes de um funcéo polinomial.
Aplicar o método de Newton para determinar uma aproximacao

para as raizes.

PRE-REQUISITOS
Definicio de polindmio de grau n, como também conhecimento so-

bre continuidade e diferenciabilidade de funcdes polindémiais.
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6.1 Introducao

As fungoes polinomiais, onde as fun¢oes lineares e quadréticas sao
um caso particular, estdo presentes na matematica com varias apli-

cagoes.

6.2 Funcoes Polinomiais e Polinémios

Definicao 6.1. Dizemos que p : R — R é uma funcéo polinomial
quando existem niimeros ag, ay, ..., a, tais que, para todo = € R,
tem-se

1

p(z) = anx"™ + ap_12" " + ...+ a1z + ap. (6.19)

A soma e o produto de funcOes polinomiais, ainda é uma funcgao

polinomial. Um exemplo interessante de produto é:

-2

(z—a)(@" P+ az" 24+ . +a" x4+ =" — o

Dizemos entdo que ™ — o™ é divisivel por x — a. Seja p uma
funcéo polinomial como na equacéo (6.19). Para quaisquer x, «

reais, temos que
p(z) —pla) = an(z" —a™) + ap_1 (2" T —a" )+ . +ai(z — ).

Como cada parcela do segundo menbro é divisivel por z — «, pode-

mos escrever, para cada x € R,

onde g é uma funcao polinomial.

Em particular, se o € uma rafz de p, isto é, p(a) = 0, entdo
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para todo x € R. A reciproca é ¢bvia. Portanto, a é uma raiz
de p se, e somente se, p(z) é divisivel por z — a. Mais geralmente
a1, Qo,. .., S0 raizes de p se, e somente se, para todo x € R,

vale

p(x) = (z —ar)(z — az)... (& — ar)q ().

Uma fungao polinomial p, chama-se identicamente nula quando se
tem p(z) = 0 para todo x € R. Neste caso, p tem uma infinidade
de raizes, ou seja, todo nimero real é uma raiz de p.

Dadas duas funcoes polinomiais p e ¢, completando com zeros,
se necessério, os coeficientes que faltam, podemos escrever sob as

formas

p(x) = apx™ + 12" V4. a1z +ag

q(l‘) = bnl‘n + bn,1$H_1 + ...+ bll‘ + bg.

Suponhamos que p(z) = ¢(x) para todo € R, ou seja, que p e
q sejam funcCes iguais. Entdo a diferenca d = p — g é a funcéo
identicamente nula, pois d(z) = p(z) — q(z) = 0 para todo = € R.

Mas, para todo = € R, tem-se
d(x) = (an—bp)x" + (an_1—bp_1)x" 1 +.. .+ (a1 —b1)z+(ag—bo).

Pelo que acabamos de ver sobre funces polinomiais identicamente
nulas, segue-se que a, — b, = 0,...,a1 — by = 0, ag— by =
0. Portanto as funcGes polinomiais p, g assumem o mesmo valor
p(z) = q(z) para todo = € R se, e somente se, tém 0s mesmo

coeficientes.
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Como no caso de funcGes quadraticas, existe um sutil diferenca
entre o conceito de funcdo polinomial e o conceito de polindmio,

que apresentemos agora.

Definigcao 6.2. Um polinémio é uma expressido formal do tipo
P(X) = an X"+ an 1 X"+ ...+ a1 X + ao, (6.20)

onde (ag,ai,...,a,) é uma lista ordenada de niimeros reais e X
é um simbolo (chamada de indeterminada), sendo X* uma abre-

viatura para X - X - X - ... X (i fatores).

Em esséncia, o polinémio p(X) é o mesmo que a lista ordenada
dos seus coeficientes. ao escrevé-lo da maneira acima, estamos
deixando explicita a intencfo de somar e multiplicar plonémios
como se fossem funcdes polinomiais, usando a regra X*- X7 = X7,

Por definicdo, os polindmios

p(X) = a, X" +ap 1 X" T+ a1 X +ao

q(X) = by X" + by X"+ 4+ 5 X + by

sdo iguais (ou idénticos) quando ag = by, a1 = by, ..., Gy = by.

A cada polinémio
P(X) = an X" + an1 X"+ . 4 a1X + ao,

faz-se corresponder a funcdo polinomial p : R — R, definida por
P(x) = apz™ + ap_12" 1 + ...+ a1z + ag, para todo z € R. Esta
correspondéncia (polinémio)—— (fungéo polinomial) é sobrejetiva,
pela propria definicdo destas funcgdes. A discussdo que fizemos

acima sobre os coeficientes de fun¢Ges polinomiais iguais significa
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que a polinémios distintos correspondem funcoes polinomiais dis-
tintas. Logo trata-se de uma correspondéncia biunivoca.

Por este motivo, ndo héa necessidade de fazer distingio enter o
polinémio p e a funcdo polinomial p. Ambos serdo representa-
dos pelo mesmo simbolo p e serdo chamados indiferentemente de
polindémio ou de funcdo polinomial. Além disso, diremos a funcdo
p(x) sempre que ndo houver perrigo de confundi-la com o niimero

real que é o valor da funcdo assumido num certo ponto x.

6.3 Determinando um Polinémio a partir de seus

Valores

Um polinémio de grau n é dado quando se conhecem seus n + 1
coeficientes. Segundo a boa pratica matemética, para determinar
n + 1 niimeros € necessario ( e muitas vezes suficiente) ter (n + 1)

informagGes. No nosso caso, vale o seguinte resultado:

Proprosicao 6.16. Dados n+1 nimeros reais distintos xg, 1, ..., Ty
e fizados arbitrariamente os valores yo, y1, - - - , Yn, €riste um, e so-

mente um, polinémio p, de grau < n, tal que

p(xo0) = yo,p(x1) = y1,...,0(Tn) = Yn.

A parte somente um decorre do que ji discutimos na se¢do an-
terior, pois e p e ¢ sdo polinémios de grau < n que assumem o0s
mesmo valores em n + 1 pontos distintos entdao a diferenga p — ¢
é um polinémio de grau < n com n + 1 rafzes, logop—q=10¢
p=gq

A existéncia de um polinémio p de grau < n que assume valores

pré-fixados em n + 1 pontos distintos dados consiste em resolver o
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ssitema de n+ 1 equacdes nas n+ 1 incognitas ag, aq, . .., an. Mais

precisamente o sistema é dado pelas equacoes

-1
anxy + an—12y  +...+aixo +ag = yo,
n n—1 _
an Ty +an_1ac1 + ...+ a1x1 + ag =1,
anxy + an_1x2*1 +...taxp+ag =Yn.

Este sistema, no qual as quantidades conhecidas sao as poténcias
sucessivas de xg, x1, . . . , Tn, tem sempre soluc¢do Ninica quando estes
n + 1 ntmeros sdo dois a dois diferentes. ( Seu determinante ¢ o

determinante de Vandermonde, igual H(a:l —xj).)
1<J
Exemplo 6.1. Pondozg= -1, 21 =0, z9=1, z3=2, z4=3

e procurarmos o polinémio de grau < 4 que assume os valores

—7,1,5,6,25 respectivamente, obteremos
p(z) = 2® — 22% + 5z + 1,

que tem grau 3.

6.4 Grafico de Polinomios

Quando se deseja tracar, ao menos aproximadamente, o grafico de
um polinémio, certas informagoes de natureza geral sdo de grande
utilidade. Vejamos algumas delas.

Seja p(r) = apa™ + ap_12" ' + ...+ a1z + ag com a, # 0. Se
n é par, entdo para |x| suficientemente grande, p(z) tem o mesmo
sinal de a,. Este sinal é, portanto, o mesmo, ndo importando se
x < 0ouax > 0, desde que |z| seja suficientemente grande. Se

entretanto, n é impar, p(z) tem o mesmo sinal de a, para valores
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positivos muito grandes de z e tem o sinal oposto de a,, para valores
negativos muito grande de x.
Em ambos os casos, quando |z| cresce ilimitadamente, |p(z)| tam-

bém cresce ilimitadamente. Vejamos abaixo dois exemplos.

Figura 6.1: Grafico da funcio p(x) = 2° — 7ot + 423 — 222 + v — 4.

Outra informac&o 1til diz respeito & comparacao entre dois po-
lindmios. Se o grau de p é malor do que o grau de ¢ entdo,
para todo z com valor absoluto suficientemente grande, tém-se
Ip(x)| > |q(z)|. Mais ainda, a diferenca entre |p(z)| e |¢(z)| pode
se tormar tdo grande quanto se queira, desde que se tome |x| sufi-
cientemente grande. Mais um dado relevante para tracar o grafico
de um polinémio é a localizacdo de sua raizes. E claro que, por
motivo da continuidade, se p(x1) < 0 e p(x2) > 0 entao p deve
possuir uma raiz entre x; € xo. Esta observacio ja assegura que
todo polindmio de grau fmpar possuf ao menos uma rafz real. A

questao que surge é como localizar estas raizes.

6

As rafzes de polinémios
de segundo grau foram
expressas em  funcdo
de seus coeficientes ha
milénios. em meados
do século XVI, foram
obtidas férmulas para ex-
primir, mediante radicais
as raizes de polindmios de
terceiro e quarto graus em
fungdo dos coeficientes.
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Figura 6.2: Gréfico da funcio 2% — 72 + 423 — 222 4+ 2 — 4.

Os métodos que se usam atualmente para determinar uma raiz do
polinémio p localizada no intervalo [a, b], quando se sabe que p(a)
e p(b) tem sinais opostos ndo se baseiam em formulas fechadas,
como foram obtidas para as equagoes de grau < 4. Em vez disso,
esses métodos se baseiam em algoritmos aproximativos, oS quais
instruem, passo a passo, como proceder para obter uma sequén-
cia de niumeros x1, T2, ..., Ty, ... tais que os valores p(x1), p(z2),
., p(Ty), ... estdo cada vez mais proximos de zero.
Um exemplo de algoritmo grandemente eficiente, para obter uma
raiz da equag@o p(z) = 0 é o Método de Newton. Segundo este

método, se 1 & um valor proximo de uma raiz, a sequéncia x1, x2,

.y Tn, ... de nimeros reais obtidos pela férmula iterativa
B p(xn)
Tpil = Tn — S,
P (zn)

tem com o limite uma raiz de p. Os termos desta sequéncia se

aproximam bastante rapidamente do limite. Um caso particular
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do método de Newton, ja era conhecido pelos babilénicos, que
calculavam a raiz quadrada de um nimero positivo a, ou seja,

2 _ 4 =0, tomando um valor inicial z; e a

uma rais da equagao x
partir daf, construir as aproximagdes 1,2, ..., Ty, ... de y/a pela
formula iterativa
1 a
T =—(zp,+—).
n+1 2 ( n xn)
Observacgao 6.1. No denominador da férmula de Newton, p'(zx)

representa a derivada do polinémio
p(z) = apz™ + an_12" L+ .+ az + ag,
a qual é
p(z) = napz™ '+ (n — Dap_12" 2 + ...+ 2022 + a;.

RESUMO

Nesta secdo, definimos um fung¢do polinomial, a qual é uma gene-
ralizacao da funcio Afim e Quadratica. Vimos que toda fungio

polinomial
p(z) = apz" + ap_12" P+ .. fax+ag, a, #0

pode ser identificada com o polindémio de grau n: p(X) = a, X™ +
an_1 X" '4.. +a1 X+ag. Um resultado importante, sobre funcoes
polinomias é o seguinte:

Um polindmio de grau n é dado quando se conhecem seus n+1 coe-
ficientes. Ou seja, dados n+1 nimeros reais distintos xg, 1, . - ., Tp
e fixados arbitrariamente os valores yo, y1,. .., Yn, €xiste um, e so-

mente um, polinéomio p, de grau < n, tal que

p(x0) = yo,p(x1) = y1,---,p(Tn) = Yn-
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Uma maneira de determinar completamente a anélise de uma funcao
polinomial, é obter o grafico desta fungdo. Dentre as informagoes
de natureza geral, estd a de como obter uma boa aproximagao para
as rafzes do polindmio que representa a funcdo. Um exemplo de
algoritmo grandemente eficiente, para obter uma raiz da equacéo
p(x) = 0 é o Método de Newton. Segundo este método, se x1 é
um valor préximo de uma raiz, a sequéncia Ti,x32,...,Tn,... de

nimeros reais obtidos pela férmula iterativa

Ln+1 = Tn — ]l))/((zz))7
tem com o limite a rais de p.
ATIVIDADES

Atividade. 6.1. Sejam P(z) e p(z) polinémios n&o identicamente
nulos, com grau P(z) > grau p(x). Prove que existe um polindémio
q(z) tal que grau [P(x) — p(z)g(x)] < grau P(z). Usando repeti-
vamente este fato, mostre que existem polindmios ¢g(x) e r(x) tais
que P(x) = p(z)q(x) + r(x), com grau r(z) > grau p(x). Os
polindmios ¢(x) e r(z) tais que P(x) = p(x)q(z) + r(x), com grau
r(x) > grau p(x), chamam-se respectivamente o quociente e o resto

da divisdo de P(z) por p(z).

Atividade. 6.2. Prove a unicidade do quociente e do resto, isto &,
se P(z) = p(x)q1(x)+ri(z), com grau ri(x) > grau p(x) e P(z) =
p()q2(x) +r2(x), com grau ra(z) > grau p(z) entdo q1(z) = g2(x)

e r1(x) = ro(x) para todo x € R.
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Atividade. 6.3. Verifique se é verdadeiro ou falso: Se « € a raiz 6
dupla de p(x) se, e somente se, é raiz simples de p/(z).

Atividade. 6.4. Determine o polinémio p(x) de menor grau pos-

sivel tal que p(1) =2, p(2) =1, p(3) =4 e p(4) = 3.

Atividade. 6.5. Seja p(x) um polinémio cujo grau n ¢ um nimero

impar. Mostre que existem nimeros reais x1, xo tais que p(z1) < 0

e p(xa) > 0. Conclua dai que todo polinémio de grau impar admite

pelo menos uma raiz real.

Atividade. 6.6. Tomando xy = 3 use a relacdo de recorréncia

1 )
Tn+1 = i(xn + E)

para calcular /5 com trés algarismos decimais exatos.

Atividade. 6.7. Usando o método de Newton, estabeleca um
processo interativo para calcular 7a e aplique-o a fim de obter um

valor aproximado de v/2.
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