AULA

Funcoes Logaritmicas

META:

Definir e obler propriedades de funcdes polinomiais.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar e conhecer informacSes de natureza geral sobre fungoes
polinomiais.

Calcular uma aproximacao para as raizes de um funcéo polinomial.
Aplicar o método de Newton para determinar uma aproximacao

para as raizes.

PRE-REQUISITOS
Definicio de polindmio de grau n, como também conhecimento so-

bre continuidade e diferenciabilidade de funcdes polindémiais.
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7.1 Introducao

Os logaritmos sdo estudados a longa data, e desempenharam um
papel importante como instrumento de simplificar o célculo aritmé-
tico, permitindo que se efetuasse, por exemplo, a multiplicacao de
dois nimeros com muitos algarismos. Porém, na atualidade, este
papel se torna obsoleto, dado o surgimento de eficientes maquinas
de calcular. Mas os logaritmos continuam a merecer destaque
no ensino da mateméatica. A funcdo logarftmica, e sua inversa,
a funcdo exponencial, constituem a maneira Unica de descrever
matematicamente uma grandeza cuja taxa de crescimento, ou de-
crescimento, é proporcional & quantidade daquela grandeza exis-

tente nun dado momento.

Vamos inverter a ordem da apresentacao das fungbes exponen-
ciais e logaritmicas em relacdo aos textos tradicionais, que de-
finem funcéo exponencial e depois funcio logaritmica como sua
inversa. Assim, ndo vamos fazer uso da funcdo de logaritmos usual-
mente apresentada nos livros de ensino, onde uma maneira definir
a fungao L : Rt — R consiste em por L(x) = y se, e somente se,
a¥ =z, ou seja, chamar de logaritmo de x na base a ao expoente y
ao qual se deve elevar a base a para obter x. Para fugir de alguns in-
convinientes desta defini¢do, vamos apresentar uma defini¢io geo-
métrica dos logaritmos que apresenta vantagens do ponto de vista
conceitual e técnica como veremos no decorrer da aula. A definicao
geométrica depende apenas do conceito de area de uma figura plana
e a propriedade fundamental L(zy) = L(z) + L(y) resulta mera-
mente do fato de que a area de um retangulo ndo se altera quando

se muultiplica sua base por um niimero e se divide a altura pelo
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mesmo numero.

7.2 Definicao e Propriedades da Funcao Loga-
ritmica

Nesta aula, daremos a definicdo de funcao logaritmica, estabele-
cendo suas propriedades bésicas e mostraremos que, a menos de um

fator constante, duas quasiquer funcoes logaritmicas coincidem.

Defini¢ao 7.1. Um Sistema de Logaritmos ou uma fungio loga-
ritmica ¢ uma funcio real L : RT — R, cujo dominio & o con-
junto RT dos ntimeros reais positivos, que satisfaz as seguintes
propriedades:

A) L ¢ uma funcdo crescente, isto é, < y = L(z) < L(y);

B) L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer z,y € RT.

Para todo # € RT, o ntimero L(x) chama-se logaritmo de x. ( Se
estivermos contemplando outras funcGes logaritmicas além de L,

diremos que L(x) é o logaritmo de = segundo L.)

Observacao 7.1. Na Definicio 7.1 podemos assumir que a fungio
L seja decrescente. Porém as propriedades que enunciaremos a
seguir, vamos asumir a hipdtese que L é crescente. No caso em que
L & descrescente estas propriedades devem ser reescritas, fazendo

as alteracdes quando necessario.

No que segue, vamos apresentar algumas propriedades das fungoes
logaritmicas, que sdo consequéncia imediata das condi¢oes A) e B)

da definicao.

Propriedade 7.1. Uma fungdo logaritmica L : RT — R ¢ sem-

pre injetiva.
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Uma definicdo para uma
funcdo injetiva pode ser
dada da seguinte forma:
Seja f: R —> Rentdo f é
injetiva se sempre que x #
y implica que f(z) # f(y).
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Com efeito, sejam z,y € R distintos, entdo ou o < y ou y < x.
No primeiro caso, resulta de A) que L(z) < L(y) e no segundo
caso tem-se L(y) < L(z). Em qualquer um dos casos, de x # y

conclui-se que L(z) # L(y).
Propriedade 7.2. O logaritmo de 1 é zero.

De fato, por B) temos
L(1)=L(1.1) = L(1) + L(1),
logo L(1) = 0.

Propriedade 7.3. Se x > 1 (z<1) entdo L(z) > 0 (L(z) < 0),
ou seja, 0s numeros matores que um tém logaritmos positivos e 0s

numeros positivos menores que um tém logarimos negativos.

Sendo L crescente, de 0 < z < 1 < y resulta que L(z) < L(1) <
L(y), isto é, L(z) < 0 < L(y).

Observacao 7.2. Se supormos que L é descrescente, entdo a pro-
priedade acima, assume a seguinte formulacio:
Se x <1 entio L(x) >0 ¢ sex > 1 entdo L(z) < 0.

Para ver este fato, basta ver que se 0 < z < 1 < y resulta que

L(z) > L(1) > L(y) ou seja, L(xz) >0 > L(y).
Propriedade 7.4. Para todo x > 0, tem-se L(1/x) = —L(x).

Com efeito, de z.(1/x) = 1 resulta que L(x)+ L(1/x) = L(1) =0,
donde L(1/z) = —L(x).

Propriedade 7.5. Para quaisquer x,y € R™ vale:

L(z/y) = L(x) — L(y).
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Com efeito,

L(z/y) = L(z.(1/y)) = L(x) + L(1/y) = L(z) — L(y),
donde na ultima igualdade, usamos a propriedade anterior.

Propriedade 7.6. Para todo x € R™ e todo mimero racional r =

p/q tem-se L(x") = rL(x).

Primeiramente, observamos que segue da condi¢ao B) da definigdo

aplicada n vezes que:
L(z") = L(z-x-2-....x) = L(x)+L(z)+L(x)+.. .+ L(x) = n-L(x)

para todo n € N. Logo a Propriedade 7.6 vale quando r = n &
um nimero natural. Claramente também vale quando n = 0, pois

L(2%) = L(1) = 0 = 0.L(z). Seja r = —n, n € N, ou seja, r é um

n

inteiro negativo. Entao para todo x > 0, temos ™ -2~ = 1. Logo

L(z") + L(z™) = L(z" - 2~™) = L(1) = 0,
L(z™) = —L(2") = —nL(x)

Logo a propriedade vale quando r é um niimero inteiro. No caso

em que r = p/q, onde p € Z e q € N, para todo x € R, temos
(27)7 = (aP/1)9 = 2P,

Logo ¢ - L(z") = L((2")?) = L(aP) = pL(x), pelo que prova-
mos acima. Da igualdade ¢ - L(z") = pL(x), resulta que L(z") =
p/qL(z) = rL(z).

Propriedade 7.7. Uma funcdo logaritmica L : RT™ — R € ilimi-

tada superior e inferiormente.
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Seja. f : R — R, entdo
dizemos que f é ilimitada
superiormente  (respecti-
vamente, inferiormente)
se dado arbitrariamente
A (respectivamente
B), nameros reais, ¢é
possivel  encontrar =z
(respectivamente Y)
nimeros positivos, tais
que L(z) < A (respectiva-
mente L(z) > B.
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Seja B um nimero real e n um nimero natural n tdo grande que
n > B/L(2). Como L(2) > 0 (pela Propriedade 7.3), temos que n-
L(2) > B. Usando a Propriedade 7.5, vemos que n - L(2) = L(2").
Portanto, L(2") > B. Agora é so escolher z = 2" e desta maneira,
teremos L(x) > B, o que mostra que L é ilimitada superiormente.
Seja A um nimero real, pelo que vimos acima podemos encontrar
r € RT tal que L(z) > —A. Entdo pondo y = 1/x, teremos
L(y) = —L(z) < A (usamos que L(1/x) = —L(x)).

que L é ilimitada inferiormente.

Isto mostra

Seja L : Rt — R uma funcio logaritmica e ¢ uma constante
positiva arbitraria. Entdo a funcio M : RT™ — R, definida por
M(z) = ¢ L(z) é também uma funcdo logaritmica. Este fato é
facilmente verificado, pois se L satisfaz as condi¢oes A) e B) entdo

M satisfaz A) e B).

Teorema 7.1. Dadas as funcées logaritmicas L, M : Rt — R,

existe uma constante ¢ > 0 tal que M (x) = cL(x) para todo x > 0.

Prova: Suponhamos que existe um inteiro a > 1 tal que L(a) =
M (a), mostraremos que neste caso L(x) = M(x) para todo x > 0.
Observe que de L(a) = M(a), concluimos que L(a") = M(a").

Suponhamos, por absurdo, que existe algum b > 0 tal que L(b) #

M (b). Para fizar idéias, suponhamos L(b) < M (b). Escolhemos
um niimero natural n tao grande de maneira que:
n[M(b) — L(b)] > L(a).
Entao
L(a'™) = L(a)/n < M(b) — L(b).
Escrevemos ¢ = L(al/”). Os ntimeros ¢, 2¢, 3¢, . .. dividem RT

em intervalos justapostos, de mesmo comprimento ¢. Como ¢ <
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M (b)—L(b), pelo menos um desses niimeros, digamos m-c pertence 7
ao interior do intervalo (L(b), M (b)), ou seja, L(b) < m-c < M(b).
Ora,

m-c=m-La"'") = La™/™) = M(a™™).

Entao

L(b) < L(a™™) = M(a™™) < M(b).

Como L é crescente, a primeira das desigualdades acima implica
b < a™™. Por outro lado, como M também & crescente, a segunda
desigualdade implica que a™/™ < b. Esta contradicdo mostra que
b nédo existe. Assim M (xz) = L(x) para todo = > 0.

Agora dadas L, M fungoes logaritmicas arbitrarias, temos L(2) > 0
e M(2) > 0, por que 2 > 1 e L, M sdo crescentes. Seja ¢ =
M (2)/L(2). Consideremos a fun¢io logarftmica N : RT — R,
definida por N(z) = ¢+ L(x). como N(2) = [M(2)/L(2)] - L(2) =
M(2), segue que, pelo que provamos acima N(x) = M(z) para
todo = > 0, ou seja, M(x) = cL(z) para todo > 0, como

querfiamos. [ ]

Pelo teorema que acabamos de provar, podemos observar que, para
estudar logaritmos, basta obter uma funcio crescente L : Rt — R
tal que L(z - y) = L(z) + L(y). Todas as demais funcoes logarit-
micas resultarao de L pela multiplica¢cdo de uma constante conve-

niente.

Teorema 7.2. Toda funcdo logaritmica L ¢ sobrejetiva, isto €,
dado qualguer nimero real ¢, existe um unico real positivo x tal

que L(x) = c.
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Todo nimero real o tem a
representacao decimal

Q= 0a0,a1y...,0n, ...
= Qo+ TE
I I [

onde ap é a parte inteira
e os algarismos an,n > 1
podem assumir os valores
0,1,...,9. Para todo n >
0 escrevemos:

Qnp = ap,a1,...,0n

—aoF ko
B VR T O

Temos entao o, > e a—
an < 1/10™ para todo n >
0. Também, se um nimero
real z < «, entdo existe
n > 0 tal que x < . De
fato, * < « significa que
« — r é um numero real
positivo. Tomemos n tao
grande que 1/10" < a —
e entao teremos a — an <
1/10™ < a—= e dai resulta
que r < Q.
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Para a demonstracéo do teorema acima, necessitaremos do seguinte
lema técnico, cujos detalhes da demonstracio deixaremos para o

aluno.

Lema 7.1. Seja L : Rt — R wma funcdio logaritmica. Dados
arbitrariamente dois numeros reats u < v, existe x > 0 tal que

u < L(x) <wv.

Prova: Fixe um natural n maior que (v — u)/L(2). Ponha ¢ =
L(2)/n. Concluimos que os nimeros inteiros m - ¢ = L(2"™/™),
onde m € Z devidem a reta real em intervalos justapostos, cujo
comprimento ¢ é menor que v — u. Assim temos que, pelo menos

um destes miltiplos m - ¢ = L(2™/™ caino intervalo I = (u,v).

Finalmente pondo z = 2™/" temos que u < L(z) < v. |

Com o lema acima, concluimos que todo intervalo aberto I = (u,v)
contém ao menos um valor L(z).
Prova do Teorema 7.2: Seja o um niimero real. Determinamos

sua representacao decimal

a = ap,0a1,02,...,0Qp,...

Para determinar a parte inteira ag, lembramos que L é uma funcao
crescente ilimitada. Logo existem inteiros k tais que L(k) > b.
Seja ap + 1 o menor inteiro tal que L(agp + 1) > b. Ent&o temos
L(ap) < b < L(ag +1).

Em seguida consideremos os niimeros

1 9
— — ... — 1.
ao,a0+10,a0+10, ,a0+10,a0+

Como L(ag) < b < L(ap + 1), devem existir dois elementos con-

secutivos ay e a1 + 1/10, nessa sequéncia, tais que L(ay) < b <
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L(ag + 1/10), isto &, deve existir a; inteiro, 0 < a1 < 9, tal que,
pondo

+
a1 = ap,a1 = aop -
’ 10

temos que L(ag) < b < L(a1+1/10). Analogamente considerando

0S nmeros

4 1 n 2 n 9 n 1
a1,a1 + —,01+ —,...,a01 + —,a1 + —
1,41 1027 1 1027 y 1 102, 1 107
vemos que existe ag, 0 < ag < 9 tal que pondo
TR
Qo = ag,a1,02 = ap + — + —
2 0, a1, a2 ot 10T 102

Tém-se L(aa) < b < L(ag + 1/10%).
Procedendo desta maneira, encontramos uma representacao deci-

nal de um niimero real

+ Ry
Q=0ag,01,...,dp,... =00+ —+ ...+ — +...,
0, a1 n U To

tal que pondo a,, = a —0,ay,as9,...,a,, temos

L(ay) < b < L{oy, +1/107)

para todo n > 0.

Afirmamos agora que L(a) = b. De fato, se L(a) < b, usarfamos
o Lema 7.1 para obter x > 0 tal que L(a) < L(z) < b. Como L
é crescente, segue que o < x. Entdo tomando n suficientemente
grande tal que z — a > 10% terfamos a + 1/10" < z e portanto

1 1
< - .
an—|—10n_a+10n<x

Como L & crescente, de © > ay, + 1/10" resultaria

! ) > b,

7

O método usado para de-
terminar a representagao
decimal do nimero real

Q= ap,a1a2 ...0n

é¢ uma versio moderna
de um processo milenar
para resolucdo de equagoes
que os chineses antigos
chamavam o método do e-
lemento celestial.
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um absurdo, pois o nimero x foi obtido de modo que L(z) <
b. Analogamente nao podemos ter L(a) > b. De fato, usando

novamente o Lema 7.1, terfamos x > 0 tal que
b< L(x) < L(«).

Como [ & crescente, de L(z) < L(«) concluirfamos que = < a. As-
sim z < a, para algum n. Entdo L(z) < L(a,) > b, contrariando

o fato de que z foi obtido de modo a satisfazer b < L(x). |

Corolario 7.1. Toda funcdo logaritmica L : RT — R ¢ wma

correspondéncia biunivoca (bijecdo) entre RT e R.

Segue ainda do Teorema 7.2 que, dada a funcio logaritmica L :
Rt — R, existe um finico niimero a > 0 tal que L(a) = 1.
Este ntimero é chamado de base do sistema de logaritmos L. Para
explicitar tal base, muitas vezes se escreve Ly(z) em ver de L(x).
Se Ly e L, sao duas funcdes logaritmicas, com Lg(a) = Ly(b) = 1
entdo pelo Teorema 7.1 existe ¢ > 0 constante tal que Ly(z) =
¢+ Ly(z) para todo z > 0. Pondo = = a, resulta que Ly(a) = c.

Portanto temos que
Ly(z) = Ly(a) - Lu(z)

para todo xz > 0. Esta é a formula mudanca de base de logaritmos.

Observacao 7.3. A notacdo usual para o ;logaritmo de um nimero,

na base z é log, ().

RESUMO
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Definicao: Um Sistema de Logaritmos ou uma funcéo logarit-
mica é uma funcdo real L : RT — R, cujo dominio é o con-
junto RT dos ntimeros reais positivos, que satisfaz as seguintes
propriedades:

A) L é uma funcao crescente, isto é, v <y = L(z) < L(y);

B) L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer z,y € RT.

A funcdo Logarftmica tem as seguintes propriedades:

1. Uma funcio logaritmica L : R™ — R & sempre injetiva.
2. O logaritmo de 1 é zero.

3. Se x > 1 (x<1) entdo L(z) > 0 (L(x) < 0), ou seja, o0s
nimeros maiores que um tém logaritmos positivos e os nimeros

positivos menores que um tém logarimos negativos.
4. Para todo x > 0, tem-se L(1/x) = —L(x).
5. Para quaisquer z,y € R vale:
L(z/y) = L(z) — L(y).

6. Para todo * € RT e todo nfimero racional r = p/q tem-se

L(z") =rL(z).

7. Uma funcao logarftmica L : RT™ — R ¢é ilimitada superior e

inferiormente.

Temos os seguintes resultados para fungoes logaritmicas:

Teorema: Dadas as funcoes logaritmicas L, M : RT — R,
existe uma constante ¢ > 0 tal que M (x) = ¢L(x) para todo z > 0.
Teorema: Toda funcdo logaritmica L é sobrejetiva, isto é, dado
qualquer ntmero real ¢, existe um tnico real positivo x tal que

L(z) =c.

7
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Corolario: Toda fun¢do logaritmica L : Rt — R & uma corre-

spondéncia biunfvoca (bijecao) entre RT e R.
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