AULA

Funcoes Logaritmicas:
Uma Abordagem Geométrica

META:
Dar uma interpretacdo geométrica ao conceito de Funcao Logarit-
mica através da area de regiGes que consistem em faixas de hipér-

boles.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverio ser capazes de:

Definir a fung¢fo logaritmica alravés da drea de uma faixa de hipér-
bole.

Obter e interpretar as propriedades da funcéo Logaritmo através

da funcao logaritmo natural.

PRE-REQUISITOS

Nogdes de area entre curvas e definicoes de funcdes Logaritmicas.
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9.1 Introducao

Agora vamos definir um sistema de logaritmo, em qualquer base,
como a éarea de uma faixa de hipérbole y = k/x para alguma

constante k > 0.

9.2 Funcoes Logaritmicas: Uma abordagem Geo-
métrica

Seja k uma constante positiva e consideramos o ramo de hipérbole
y = k/x tal que z > 0. Para cada valor de k teremos um novo
sistema de logaritmos, onde o caso k = 1, corresponde aos lo-
garitmos naturais estudados anteriormente. Dados dois pontos de
abcissas x e y, indiquemos com H (k‘)g a faixa de hipérbole y = k/x
compreendida entre as retas * = a ez = b. Quando k = 1
continuaremos a indicar com H? a faixa da hipérbole y = 1/x

situada entre as retas x = a e x = b.

Proprosicio 9.17. A drea da faiza H(k)Y ¢ igual a k vezes a drea

a
da faiza H?

Prova: Dado um segmento [c, d] contido em [a, b], um retangulo de
base [c, d], inscrito na hipérbole y = 1/, tem altura 1/d, equanto
que o retangulo de mesma base, inscrito na hipérbole y = k/z,
tem altura k/d. Logo, a 4drea do segundo retangulo ¢é k vezes a ara
do primeiro. Toda subdivisdo do intervalo [a,b], determina dois
poligonos retangulares, um inscrito na faixa H? e o outro inscrito
na faixa H(k)%. Segue que a &rea do segundo é k vezes a area do

primeiro. Concluimos que:

AREA H(k)? = k- AREA H?,
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pois s&o dois nimeros reais com as mesmas aproximacoes inferiores. 9

Figura 9.1: Faixas de hipérboles H (k)2 e H?.
Fixada a constante k > 0, indroduzimos a funcao, pondo, por
definicdo, para cada x > 0,
log(x) = AREA H(k)7.
Como acabamos de ver, isto equivale a dizer que
log(z) = AREA H(k)] = k- AREA HY =k - In(x).

Claramente esta nova funcao define um sistema de logaritmos. De
fato, Desde que In(x) é crescente, segue que log(z) é crescente e

assim fica provado a proprieade A). Por outro lado, temos:

log(zy) =Fk-In(zy) =k - (In(x) +1n(y)) =k -In(z) + &k - In(y)
= log(z) + log(y)

121



Fungoes Logaritmicas:
Uma Abordagem Geométrica

122

e assim fica provado a propriedade B) da defini¢do de um sistema
de logaritmos.

Seja a a base do sistema de logaritmos log, tal que log(a) = 1.
Temos entao que log(a) = k- In(a) = 1. Entdo vale a seguinte

relacdo:
1
k p—
In(a)

A notacdo para o logaritmo de base a de um niimero x > 0 é

log,(x).

Da maneira que definimos log(z), é a area da faixa de hipérbole
y =1/(x -In(a)) compreendida entre 1 e x. Observamos que com

a determinacdo de k obtemos a seguinte relagio

log, (z) = n(a)’

Observacao 9.1. Qualquer ntimero real positivo poderia ser es-
colhido como base do sistema de logaritmos. Mas como fizemos
no comego a hipotese de que £ > 0 (onde £k = 1/1In(a)), estamos
congiderando apenas logaritmos onde a base a é maior que 1. A
definicao

loga(0) = i)

poderia também servir de defini¢do de log,(x) mesmo quando 0 <
a < 1, notando-se que, neste caso, como In(a) < 0, os nimeros
entre 0 e 1 terao logaritmos positivos, enquanto os niimeros maiores
do que 1 terdo logaritmos negativos. Quando 0 < a < 1, podemos
por b = 1/a. Entdo b > 1 e log,(z) = —logy(x). Assim, ndo
hé& enorme necessidade de estudar logaritmos com base a < 1. A

rigor, se considerarmos 0 < a < 1 ent&o log,(x) sera decrescente.
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r=loglx), a</
E

Figura 9.2: Gréafico da func¢io Logaritmica y = log,(z) com base

a<1.

Exemplo 9.1. Sejam a e b nimeros reais maiores que um. Para

todo > 0 tem-se

logy («) = logy(a) - log, (a).

De fato, Como logy(z) e log,(x) sdo dois sistemas de logaritmos,
entdo logy(x) = clog,(z). Fazendo = = a na ultima relacdo obte-

mos logy(a) = clog,(a), ou seja, ¢ = logy(a).

RESUMO

Funcgao Logaritmica Fixada a constante k > 0, indroduzimos a

funcdo, pondo, por defini¢do, para cada = > 0,
log(x) = AREA H(k)].
Como acabamos de ver, isto equivale a dizer que

log(x) = AREA H (k)] = k- AREA HY =k - In(x).
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Ainda Valem as seguintes relacdes importantes:

log,(z) =

log, (¢) = logy () - log, (a).

ATIVIDADES

Atividade. 9.1. Sejam 0 < a < b e k > 0. Prove que a faixa da
parébola y = x? situada sobre o intervalo [ak,bk] tem 4rea igual a

k? vezes a faixa situada sobre o intervalo [a, b].

Atividade. 9.2. Defina uma funcfo real de varidvel real f : R —
R ponde f(z) = area da faixa da pardbola y = 22 situada no
intervalo [0, z], isto &, f(z) =A(2?)E e adote a convegao de que tal

dera é negativa se x < 0. Mostre que f satisfaz

fkz) =k f(2),

para cada k € R. Seja a = f(1). Conclua que f(x) = az® para
todo x € R. A partir do exercicio anterior conclua que a = 1/3 e
entdo f(x) = x3/3.

Atividade. 9.3. Quanto vale a 4rea da faixa da parabola y = 22

sobre o intervalo [2,3]? A mesma pergunta para um intervalo

qualquer [a, b].

Atividade. 9.4. Mostre que se a < b entdo a faixa H® da hipér-

bole y = 1/x tem &rea A que satisfaz

l—a/b<A<b/a—1
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Atividade. 9.5. Prove que Hfgg tem area maior que 1 e menor 9

que 1, 2.
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