AULA

Caracterizacao das funcoes
Exponenciais e Logaritmicas

META:

Caracterizar as funcoes exponenciais e Logaritmicas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar uma funcfo exponencial ou do tipo exponéncial, a par-
Lir de seus Leoremas de caraclerizacio.

Identificar uma fun¢éo logaritmica a partir de seu teorema de car-
acterizacao.

Aplicar os teoremas de caracterizagdo, para modelar problemas el-

ementares.

PRE-REQUISITOS
Definicoes elementares e propriedades das fungoes logaritmica e

exponencial.
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11.1 Introducao

As funcoes exponenciais sdo juntamente com as fungoes afins e as
quadraticas, os modelos matematicos mais utilizados para resolver
problemas elementares. Uma vez decidido o modelo adequado para
um determinado problema a tratamento matematico nao apresen-
tard maiores problemas. As dividas podem surgir na escolha do
instrumento matemético apropriado para o problema em estudo.
Para que a escolha possa ser feita corretamente é preciso conhecer
as propriedades caracteristicas de cada tipo de fungdes. Vejamos
os teoremas de caracaterizacio das fungbes esponenciais e logarit-

micas.

11.2 Caracterizacao das Funcoes Exponénci-
ais

Teorema 11.1. Seja f : R — RT uma funcdo mondtona injetiva
(isto €, crescente ou descrescente). As sequintes afirmagoes sdo
equivalentes:

(1) f(nz) = f(x)™ para todo n € Z e todo x € R;

(2) f(x) = a® para todo x € R, onde a = f(1);

(3) f(z+vy) = f(z)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Prova: Provaremos as implicagbes (1) = (2) = (3) = (1).
Para mostrar (1) = (2) observamos inicialmente que a hipotese
(1) acarreta que, para todo niimero racional » = m/n (com m €
Z en € N) tem-se f(rz) = f(x)". Com efeito, com nr = m,
podemos escrever f(rz)" = f(nrz) = f(mz) = f(x)™, e logo

flre) = fz)™" = f(z)".
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Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" =a"
para todo r € Q. Para completar a demonstracdo de que (1) =
(2) suponhamos, a fim de fixar idéias que f seja crescente, logo
1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista um
z € R tal que f(z) # a®. Digamos, por exemplo, que seja f(x) <
a® ( o caso em que f(xr) > a® é tratado analogamente). FEntéo
pelo Lema da aula anterior anterior, existe um nimero racional
r tal que f(z) < a" < a”, ou seja, f(z) < f(r) < a®. Como
f & crescente, tendo f(x) < f(r), concluimos que = < r. Esta
contradicgo termina (1) = (2). As demais implicagdes seguem

naturalmente da definic&o. |

Observacao 11.1. No enunciado, poderfamos substituir a hipétese
de monotonicidade pela suposicdo e que f seja continua. A de-
monstracdo de (1) = (2) muda apenas no caso de que = & ir-
racional. Entdo tem-se v = nli_r)noof(rn) =7rn, ™n € Q, logo, pela

continuidade de f, deve ser

fla) = lim_f(ro) = lim " ="

Definicao 11.1. Uma funcéo g : R — R é do tipo exponencial
quando se tem g(z) = ba® para todo z € R, onde a ¢ b s8o cons-

tantes positivas

Se a > 1, afuncio g é crescente e se 0 < a < 1, g é decrescente. Se
a funcéo g : R — R é do tipo exponencial entdo, para quaisquer
x,h € R, os quocientes

g(z+h) h

g+ —gr) .
9(2) 9()

dependem apenas de h, mas ndo de x. Mostraremos agora que vale

a reciproca deste resultado.
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Teorema 11.2. Seja g : R — R uma fungdo mondtona injetiva
(isto € crescente ou decrescente) tal que para todo x,h € R quais-
quer, o acréscimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(z) dependa apenas
de h, mas ndo de x. Entio se b= g(0) e a = g(1)/g(0), tem-se
g(x) = ba® para todo x € R.

Prova: A hipotese feita equivale a supor que ¥ (h) = g(x+h)/g(x)
independe de x. Substituindo, se necesséario, g(x) por f(z) =
g(z)/b, onde b = ¢(0), f continua monotona injetiva, com f(x +
h)/f(z) independente de z e, agora, com f(0) = 1. Ent&o, pondo
x = 0 na relagdo ¥(h) = f(z + h)/f(x), obtemos ¥(h) = f(h),
para todo h € R. Vemos assim que a func¢io mondtona injetiva
f cumpre f(z+h) = f(z) - f(h), ouseja f(z +y) = f(x) - F(y)

para quaisquer x,y € R. Segue-se entdo do teorema anterior que

f(x) =a", logo g(x) = bf(x) = ba®™. [

Seja f : R — R, f(z) = ba”, uma func¢do do tipo exponencial e
T1,T2,...,Tn,... € uma progressao aritmética de razao h, isto é,

Tpt1 = Ty + h, entdo os valores
f(x1) = ba™, f(x2) = ba™, ..., f(xy,) = ba™,...,

formam uma progressio aritmética de razdo a” pois
f(:n )—b Tntl — pg¥ntl — b zn+h_(b Tn) h
n+1) = ba = ba = ba = (ba a”.

Como o (n + 1)-ésimo termo da progressdo aritmética dada é
Tpy1 = T14+nh, segue-se que f(zni1) = f(x1)A" onde A = a*. Em
particular, se x1 = 0 entdo f(xz1) = b e portanto f(z,=1) = bA™.

Vejamos o seguinte teorema:

Teorema 11.3. Seja f : R — RT wma funcdo mondtona in-

jetiva que transforma toda progressdo aritmética x1,%o, ..., Ty, ...
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NUMa ProgressGo geometrica Yi,Ya, ..., Yn,---, onde yn = f(x,).
Se pusermos b = f(0) e a = f(1)/f(0) teremos f(x) = ba® para
todo x € R.

Prova: Seja b = f(0). A fungio g : R — R™, definida por
g(x) = f(x)/b, € mono6tona injetiva, continua transformando pro-
gressoes aritméticas em progressoes geométricas e agora tem-se
g(0) = 1. Dado =z € R qualquer, a sequéncia x,0,—z é uma
progressao aritmética, logo g(z),1,g(—x) é uma progressao geo-
meétrica de razdo g(—x). Segue-se g(—z) = 1/g(x). Sejam agora
n € Nex € R. A sequéncia 0,x, 2z, ...,nr é uma progressao arit-
mética, logo 1, ¢9(z),g(2x),...,g(nz) é uma progresdo geométrica,

cuja razao evidentemente é g(x). Entao seu (n + 1)-ésimo termo

n

é g(nz) = g(z)". Se —n & um inteiro negativo entdo g(—nx) =
1/g(nx) = 1/g(x)™ = g(x)~™. Portanto, vale g(nz) = g(z)" para
quaisquer n € Z e x € R. Segue-se do Teorema de Caracterizagio
acima que pondo a = ¢g(1) = f(1)/f(0), tem-se g(z) = a”, ou seja,

f(x) = ba®, para todo = € R. |

Exemplo 11.1. Se um capital ¢g é aplicado a juros fixos en-
tao, depois de decorrido um tempo t, o capital existente é dado
por c(t) = ¢p - af. Se tirarmos extralos da conta nos tempos
0,h,2h,3h, ... teremos ¢(0) = cg, c(h) = co- A, c(2h) = co - A2,

.onde A = a". Portanto a evolugdo do saldo, quando calcu-
lado em intervalos de h unidades de tempo, é dada pela progressao

geométrica cg,cq - A,co- A2, .. ..

11
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Dada a fungao exponencial
f(x) = a® pode ser escrita,
por conviniencia, na base
e, na forma f(x) = e*.
Para isso basta definir a =
e, ou seja In(a) = a.
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11.2.1 Aplicacoes

No teorema de caracterizacao das funcdes do tipo exponencial,
vimos um critério elegante e matematicamente simples para deter-
minar quando uma bijecdo crescente ou decrescente f: R — RT
¢ da forma f(z) =b-a”, ou seja, f(x) =b-e**

Para aplicar esse critério em situacoes concretas é indispensavel
saber decidir, em cada caso especifico, se f(x+h)/f(x) independe
de z ou ndo. Fixando h como constante, isto equivale a indagar se
f(z+h)/f(x) é constante, isto &, se f(x + h) =c- f(x) para todo
x € R, ou ainda, se f(x + h) é uma funcdo linear de f(z).
Escrevendo y = f(z) , ¥ = f(2') e pondo f(x + h) =n(y), f(z' +
h) =n(y'), o Teorema Fundamental da Proporcionalidade diz que
n &€ uma funcdo linear de y se, e somente se, para quaisquer y € RT

e n € N tem-se a implicacdo
y'=n-y = n(y') =n-n(y).
Em termos da funcio original f isto significa:
F(@')=n- f(z) = f(@ +h)=n-f(x+h).

A implicagio acima €, portanto, o critério que nos permitira decidir

se a funcdo f é ou ndo do tipo exponencial.

Exemplo 11.2. Capital a juros fixos. Seja c(t) o capital no
instante ¢, resultante da aplicacdo, a juros fixos acumulados con-
tinuamente, de um capital inicial ¢y = ¢(0). Entao c¢(t + h) pode
ser considerado como o capital resultante da aplicacdo da quantia
inicial ¢(t) durante o perfodo de tempo h. Logo, aplicando o valor
n - c(t) = c¢(t') obtém-se, apos o periodo h, n - c(t + h). Portanto,
c(t') =n-c(t) = c(t' +h) = ne(t+h). Segue-se que c(t) = cy-al,
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onde a = ¢(1)/cg, ou ¢(t) = ¢, - €*, onde @ = In(a). Como c(t) é

uma funcdo crescente de ¢, tem-se a > 1, ou seja, a > 0.

Exemplo 11.3. Desintegracao Radiotiva. Seja m(t) é a massa,
no instante ¢, de uma substancia radioativa que no inicio da con-
tagem do tempo era mg = m(0). Assim, m(t+ h) é o que resta da
massa m(t) da substancia radioativa depois de decorrido o inter-
valo de tempo h a partir do instante ¢. E claro que se observarmos
a massa m(t') =n-m(t) , n €N, apos o mesmo tempo h, veremos
que restou m(t' + h) = n - m(t + h). Portanto podemos assegu-
rar que m(t) = moe® para todo t € R. Neste caso, como m(t) é

funcdo decrescente de t, temos o < 0.

Exemplo 11.4. Concentracao de uma solucao. Este é o pro-
tétipo de uma situacao que ocorre em diversas circunstancias, in-
clusive a eliminagdo de substincias na corrente sanguinea humana.
Vamos considerar o caso de um tanque de volume V, no qual se
encontra uma salmoura (solugdo de égua e sal), que mantém ho-
mogéna mediante a acdo permanente de um misturador. O tanque
recebe um fluxo constante de 4gua enquanto uma torneira escoa
a salmoura em quantidade igual, a cada instante, ao volume de
adgua que entrou no tanque. Procura-se determinar a férmula que
exprime o volume f(¢) do sal existente no tanque no momento
t, portanto a taxa f(t)/V que mede a concentracido da solucdo
naquele instante. Evidentemente, f(t) é uma funcido decrescente
de t.

Afirmamos que f é uma funcdo de tipo exponencial. De fato, sejam
t,t’ € R en € N tais que f(t') = n- f(t). Fixemos arbitrariamente
um intervalo de tempo h. Devemos mostrar que f(t' +h) = n -

f(t+h). Para isto, imaginemos o tanque subdividido em n partes

11
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de igual volume V/n. Como a mistura é homogénea, em cada
uma destas partes a quantidade de sal nela contida no instante
t' ¢ igual a f(t')/n, ou seja, igual a f(t). O que ocorre em cada
uma das subdivisdes ¢, em escala 1/n, 0 mesmo que ocorre no
tanque inteiro. Logo, no instante ¢’ + h, cada subdivisao vai conter
o volume f(t + h) de sal. No todo, vemos que o volume do sal
contido no tanque inteiro no instante ¢’ +h é f(t'+h) =n- f(t+h).
Portanto, se b é o volume do sal contido no tanque no instante
t = 0, a férmula que exprime a quantidade de sal existente no
tanque no tempo t & f(t)b- a’, onde a = f(1)/f(0) < 1, ou seja,
f(t) =b-e* com a =1In(a) < 0. Sabemos, do capitulo anterior
que a = f’(0)/b, onde f'(0) = thg10[f(t) —b]/t. Seja v o volume
de dgua que entra no tanque na unidade de tempo. Num lempo t,
a 4dgua que entra é vt e , se t for muito pequeno, o sal que sai na

salmoura é aproximadamente (b/v)vt. logo f(t) =~ b — (b/V)uvt e
f(0) = lim [f(t) — b]/t = —bv/V.

Assim o = —v/V e, em qualquer instante ¢, a quantidade de sal

no tanque é f(t) =b- e~ /Yt

11.3 Caracterizacao das funcoes Logaritmicas

Provaremos a seguir que, entre as fungdes mondtonas injetivas f :
Rt — R, somente as fun¢des logaritimicas tém a propriedade de

transformar produto em somas.

Teorema 11.4. Seja f : RT — R uma funcdo mondtona injetiva
tal que f(xy) = f(x)+ f(y) para quaisquer T,y € RT. Entdo existe
a >0 tal que f(x) =log,(x) para todo x € RT.
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Prova: Vamos supor f crescente ( o caso de f decrescente segue
analogamente). Temos que f(1) = f(1.1) = f(1) + f(1), logo
f(1) = 0. Provaremos o teorema inicialmente supondo que exista
a tal que f(a) = 1. Depois mostraremos que isso sempre acontece.
Como f & crescente e f(a) =1 > 0= f(1), tem-se a > 1. Para

todo m € N vale:

@) =fa-a-a-...-a)= f(a) + f(a) + f(a) + ... + f(a)
=1+1+1+...4+41=m.

Entao temos que

0=/fQ1)=fla™ a™™) = f(a™)+ fla™™) =m+ fla™™),

logo f(a™™) = —m. Ser = m/n com m € Z e n € N, entdo

rn = m, portanto

e daf f(a") =m/n =r. Se x é irracional entdo, para r, s racionais

lem-se

r<r<s =a <a*<a’" = f(a") < f(a®) < f(a*)

= r < f(a®) <s.

assim todo namero racional r, menor que x, é também menor que
f(a®) e todo niimero racional s maior do que z é também maior
que f(a®). Segue-se que f(a”) = z para todo x € R. Portanto
f(y) =log,(y) para todo y > 0.

Consideremos agora o caso geral, em que se tem uma fungio cres-

cente g : RT — R, tal que

g(xy) = g(z) + g(y)
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sem mais nenhuma hipétese. Entdo g(1) = 0, como 1 < 2, te-
remos g(2) = b > 0. A nova fun¢ao f : RT — R, definida
por f(x) = g(x)/b, é crescente, transforma somas em produtos e
cumpre f(2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstragao,
tem-se f(z) = logy(z) para todo = > 0. Isto significa que, para

todo z > 0 vale

z = 2f(@) = 99(/b — (91/by9(z) — y9(@)

com a = 2'/*. Tomando log, de ambos os membros da igualdade

a9®) vem, finalmente: g(z) = log, (z). |

11.4 Conclusao

Vimos propriedades para identificar as fun¢Ges Exponenciais e Lo-
garftmicas. Estes critérios sao muito importante pois permitem
decidir se o modelo matemético para um determinado problema é

uma funcdo exponencial ou uma fungao logaritmica.

RESUMO

Nesta secdo vimos teoremas de caracaterizacao de fungdes expo-
nenciais, do tipo exponencial e func¢tes logaritmicas.

O teorema que caracteriza as funcoes exponenciais tem a seguinte
formas:

Teorema da Caracterizacao das Funcoes Exponenciais. Seja
f: R — R* uma fun¢io monétona injetiva (isto &, crescente ou
descrescente). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
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(2) f(z) = a” para todo x € R, onde a = f(1);

(3) fz+y) = f(z)- f(y) para quaisquer z,y € R.

A utilidade do teorema, esta no fato de que que se vericarmos qual-
quer uma das afirmagoes (1), (2) ou (3) acima, estaremos tratando
de uma funcao exponencial ( desde que f cumpra as hipoteses do
Teorema). Porém, em alguns casos ¢ mais facil verificar uma, e em
outros, outra das duas propriedades.

As funcdes do tipo exponencial, ou seja, funcbes g : R — R
tal que g(z) = ba” para todo z € R, onde a e b sdo constantes
positivas, podem ser caracterizadas pelo seguinte teorema:
Teorema de Caracterizacao das Funcgoes do tipo Expo-
nencial. Seja g : R — R uma fun¢do monotona injetiva (isto é
crescente ou decrescente) tal que para todo x, h € R quaisquer, o
acréscimo relativo [g(z+h)—g(x)]/g(x) dependa apenas de h, mas
nao de z. Entdo se b = ¢g(0) e a = ¢(1)/g(0), tem-se g(z) = ba”
para todo x € R.

Além disso de todas as funcoes g : R — RT monétonas injeti-
vas as Tnicas que transformam uma progressdo aritmética numa
progress&o geométrica sao as funcdes do tipo exponencial.
Finalmente, o teorema de caracterizacdo das funcoes logaritmicas
é enunciado como segue:

Teorema de Caracterizacao das Funcoes Logaritmicas. Seja
f : Rt — R uma fungdo monétona injetiva tal que f(zy) =
f(z) + f(y) para quaisquer z,y € RT. Entdo existe a > 0 tal que
f(z) =log,(z) para todo z € RT.

Em outras palavras, as funcdes logaritmicas s&o as finicas fungoes
de R em R, mondtonas e injetivas que transformam o produto

numa soma, ou seja, f(zy) = f(x)+f(y) para quaisquer z,y € R*.

11
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ATIVIDADES

Atividade. 11.1. detemine nos casos abaixo, a dependéncia de
h e ou x do crescimento relativo [f(x + h) — f(2)]/f(x).

(a)- f(z) =

(b)- f(z) =22+ 1.

(¢)- f(z) =c-e* onde ¢ > 0.
(

mx +n,ondem>0en > 0.

d)- f(x) é a populagao, no instante x, de uma cultura de bactérias

mantidas sob condicOes estaveis.

Atividade. 11.2. Prove que uma funcio do tipo exponencial
fica determinada quando se conhecem dois de seus valores. Mais
precisamente, se f(z) =b-a” e F(x) = b- A" sdo tais que f(x1) =
F(x1) e f(x2) = F(x2) com z1 # x2 entdo a = A e b= B.

Atividade. 11.3. Dados zg # x1 e yo, y1 ndo-nulos com o Mesmo

sinal, prove que existem a > 0 e b tais que b-a™ = yp e b-a™ = y;.

Atividade. 11.4. A grandeza y se exprime como y = b - a’ em
funcdo do tempo t. Sejam d o acréscimo que se deve dar a t para
que y dobre e m o acréscimo de t necessario para que y se reduza
a metade. Mostre que m = —d e y = b - 2/% logo d = log, 2 =

1/log, a.
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