AULA

Funcoes Trigonométricas

META:

Definir e estudar as propriedades das fungoes trigonométricas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir as funcoes trigonométricas elementares.

Identificar as propriedades das func¢bes trigonométricas e esbocar
grafico das mesmas.

Estabelecer a principais relacdes fundamentais entre as funcoes

trigonométricas.

PRE-REQUISITOS
Defini¢oes elementares dos elementos trigonométricos: arco, an-

gulo, medida de arco e angulo.
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13.1 Introducao

As funcbes trigonométricas surgem de maneira natural, com o sur-
gimento do Calculo Infinitesimal e posteriormente da Andlise Ma-
tematica, onde surge a necessidade de atribuir as nogoes de seno,
cosseno, tangente e suas associadas cotangente, secante e cosse-
cante, o status de funcéo real de uma varidvel real. Uma pro-
priedade fundamental das fun¢des trigonométricas é que elas sao
periddicas e desta forma, sdo especialmente adaptadas para descre-
ver fendmenos de natureza periédica, oscilatéria ou vibratéria, os
quais abundam no universo: movimento de planetas, som, corrente
elétrica alternada, batimentos cardiacos, etc.

A importénncia das fungdes trigonométricas foi grandemente re-
forcada com a descoberta de Joseph Fourier, em 1822, de que toda
funcéo periodica ( com ligeiras e naturais restrigbes) é uma soma

(finita ou infinita) de fun¢des do tipo a cos(nz) 4+ bsen(nz).

13.2 Funcao Seno e Cosseno

Consideremos novamente, como no capitulo anterior a Fungio de
Fuler £ : R — C, a qual faz corresponder, fixado uma origem
A em C, cada nitunero real ¢t um ponto E(t) = (x,y) sobre C da
seguinte maneira: Se x > 0, percorremos numa distancia ¢ sobre C'
no sentido positivo (anti-horario a partir de A) e E(t) ¢ o ponto
atingido; se © < 0, percorremos uma distancia |¢| sobre C' no sen-
tido negativo ( horario a partir de A) e E(t) é o ponto atingido; e
finalmente se ¢ = 0 entdo E(t) = A.

Consideremos o sistema de coordenadas Ozy onde a origem do

sistema é o centro de C' e tomamos A = (1,0).
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Definicao 13.1. As funcbes sen : R — R e cos : R — R, 1 3

chamadas de Funcéo Seno e Funcio Cosseno, respectivamente, s&o

definidas pondo-se, para cada real t € R:
E(t) = (cos(t),sen(t)).

Noutras palavras, = cos(t) e y = sen(t) sdo respectivamente a

abcissa e a ordenada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria.

Figura 13.1: Interpretacio geométrica das fungdes seno e cosseno

de um arco t.

13.2.1 Propriedades

Seguem, diretamente da definicdo as seguintes propriedades:

1. A imagem das fungdes Seno e Cosseno é o intervalo [—1, 1],
isto € =1 <sen(t) <1e—1<cos(t) < 1. A verificagio é
imediata, pois se E(t) esta sobre o circulo, sua ordenada e

abcissa 86 podem variar entre —1 e 1.

2. Se t é do primeiro ou segundo quadrante, entdo sen(t) é pos-

itivo e se t & do terceiro ou quarto quadrantes, entdo sen(t)
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é negativo. J& o cos(t) & positivo no primeiro e quarto quad-

rantes e negativo no segundo e terceiro.

. Se t percorre o primeiro ou quarto quadrantes, entdo sen(t) é

crescente e é decrescente quando t percorre o segundo e ter-
ceiro quadrantes. A fungfo cos(t) é crescente quando t per-
corre o terceiro e quarto quadrantes e & decrescente quando
t percorre o primeiro e segundo. Para ver estes fatos, basta
observar a definicio. E imediato, por exemplo perceber que
se t percorre o primeiro quadrante entdo FE(t) percorre C a
partir de A, de modo que sua abcissa decresce de 1 até 0 (
daf a funcdo cosseno ser descrescente no primeiro quadrante)
e a ordenada de E(t), neste caso cresce de 0 até 1 ( daf a

funcdo seno ser crescente no primeiro quadrante).

. As funcoes seno e cosseno sdo fun¢oes periddicas de periodo

27. De fato, como vimos anteriormente E(t) = E(t + 2km).

Figura 13.2: FuncGes Seno e Cosseno num mesmo sistema de eixos

coordenados.
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Os graficos das fungbes Seno e Cosseno estdo representados na
Figura 13.2. O gréafico da fungéo seno chama senoide ( seu tracado
corresponde a linha mais fina na Figura 13.2) e o grafico da fungéo
cosseno chama-se cossendide ( corresponde a linha mais espessa na

Figura 13.2).

Observagao 13.1. Considerando a fungéo de Euler £ : R — (|,
é claro que se E(t) = (z,y) entdo E(—t) = (z,—y). Para verificar
este fato, basta usar um argumento geométrico de congruéncia de
tridngulos, conforme Figura 13.3. Da mesma maneira temos que

_|.II i

i ]
-Illl

Figura 13.3: Demostragdo geométrica das propriedades E(—t) =
(.I, _y) € E(t + 7T) = (—.SC, _y)7 onde E(t) = (x,y)

13
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Uma fun¢do f : R —
R chama-se fung¢do par se
f(x) = f(—=z) para todo
z € R. Se f(z) = —f(—x)
para todo x € R entdo f é
dita funcdo impar.

174

E(t+m) = (—x,—y), conforme Figura 13.3.

Ainda é possivel mostrar que:

Bi+3)=(ya), EG-0=@o), Br-t)=(-zy)
(13.37)

Temos que para todo t € R
E(t) = (cos(t),sen(t)), E(—t) = (cos(—t),sen(—t)).

Mas como vimos acima, se E(t) = (z,y) entdo, E(—t) = (z, —y).

Logo, obtemos comparando estas duas expressoes para F(—t).
cot(—t) = cos(t), sen(—t) = —sen(t),

para todo t € R. Segue que a fungio cosseno é par e a fun¢éo seno
é impar. De maneira semelhante, das relagdes envolvendo FE(t)

acima, seguem as seguintes expressoes.

cos(t +m) = —cos(t), sen(t + ) = —sen(t),
cos(t +7m/2) = —sen(t), sen(t 4+ m/2) = cos(t),
cos(m/2 —t) =sen(t), sen(mw/2 —t) = cos(t),

cos(m —t) = —cos(t), sen(m — t) = sen(t).

13.3 Funcao Tangente

Consideremos o circulo unitario C e ¢ a reta tangente a C no ponto

A. Esta reta serd denominada eizo das tangentes.

Definicao 13.2. Seja t € R, t # § +km, k € Z e seja P =
E(t) a imagem no circulo C. Consideramos a reta OP e seja T
sua intersec¢do com o eixo das tangentes. A medida algébrica do
segmento /ﬁ é chamada de tangente de t.

Denominamos a fungao tangente a funcdo tg : D — R que associa

acadat € D, t# m/2+ km, o niimero real AT
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Figura 13.4: Construcdo geométrica para a determinacao da tan-

gente de um arco.

Obsereve que sempre que t = 7/2 + km, k inteiro o ponto P =
E(t) é de tal forma que o segmento OP nfo intercepta o eixo das

tangentes e desta forma, ndo esta definida a tangente.

13.3.1 Propriedades da funcao Tangente

A funcdo tangente tem as seguintes propriedades:

1. O dominio da fungdo tangente é D = {t € Rt # T +
km,onde k € Z}.

2. A imagem da funcfo tangente é R, isto para cada y real existe

um ¢ real tal que tg(t) = v.

De fato, dado y € R, seja T sobre o eixo das tangentes tal que
AT = y (segmento orientado). Constuimos a reta OT, ob-
servando que ela intersecta o circulo unitario em dois pontos

P e P, imagens dos reais t, cuja tangente & y.
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3. A tangente é positiva no primeiro e terceiro quadrantes e

negativa no segundo e quarto quadrantes.

. Se t percorre qualquer um dos quatro quadrantes entdo tg(x)

é crescente.

. A fungfo tangente é periddica de periodo 7.

De fato, se tg(t) = AT e k € Z, entdo tg(t + kr) = AT, pois
t et + km tem imagens P e P’ que estao na mesma reta que
contem a origem 0, ou seja, a reta OP e OP’ sao identicas
e logo determinam a mesma intersecgdo T com o eixo das
tangentes. Segue que tg(t) = tg(t + km) para todo ¢ real tal
que t # § + k7 e a funcdo tangente é periddica. Seu perfodo

¢ o menor valor positivo de km, isto &, 7.

. O grafico da funcéo tangente é chamado de tangentdide e é

dado como na figura abaixo:

Figura 13.5: Gréfico da Funcao tangente.
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13.4 Funcao Cotangente

Seja B = (1,0) o ponto do circulo unitério e d a reta tangente
ao circulo no ponto B. Chamaremos esta reta orientada ( com a

mesma orientacio do eixo 0x) de eixo das cotangentes.

Definicao 13.3. Dado o ntmero real t, t # kn, k € Z, seja P =
E(t) sua imagem no circulo unitario. Consideremos a reta OP e
seja D sua intersecgdo com o eixo das cotangentes. Denominamos
contangente de ¢, e indicamos por cotg(t), a medida algébrica do
segmento ﬁ

Denominamos fungéo cotangente a funcéo cotg : D — R que

associa a cada t € D, t # km, o numero real BD

Observe que sempre que t = k7, k inteiro o ponto P = E(t) é de
tal forma que o segmento OP nio intercepta o eixo das cotangentes

e desta forma, nfo esta definida a cotangente de .

13.4.1 Propriedades da funcao Cotangente

A funcio cotangente tem as seguintes propriedades:

13

1. O dominio da fun¢io cotangente é D = {t € R;t # kmw,onde k € Z}.

2. A imagem da fun¢do cotangente é R.

3. A cotangente & positiva no primeiro e terceiro quadrantes e

negativa no segundo e quarto quadrantes.

4. Set percorre qualquer um dos quatro quadrantes entfo cotg(x)

é decrescente.

5. A fungfo cotangente é periddica de periodo 7.
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6. O grafico da funcao cotangente é dado como na figura abaixo:

b el

Figura 13.6: Grafico da Funcao Cotangente.

13.5 Funcao Secante

Defini¢ao 13.4. Dado o niimero real t, t # kn/2, k € Z, seja
P = E(t) sua imagem no circulo unitario. Consideremos a reta
s tangente ao circulo em P e seja S sua interseccdo com o eixo
dos cossenos. Denominamos secante de t, e indicamos por sec(t), a
medida algébrica do segmento O? , o1 seja, a abcissa OS do ponto
S.

Denominamos func¢do secante a fun¢éo sec : D — R que associa

acadat € D, t# kr/2, o nimero real OS.

Observe que sempre que t = kn/2, k inteiro, o ponto P = E(t)

é de tal forma que a reta tangente a C por P é paralela ao eixo
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Figura 13.7: Construcao geométrica para a definicio da Secante

de um arco.

dos cossenos e desta forma, nao existe o ponto S e assim ndo esta
definida a funcao secante de t.
13.5.1 Propriedades da funcao Secante
A funcdo cotangente tem as seguintes propriedades:
1. O dominio da fungdo secante ¢ D = {t € R;t # ™ onde k € Z}.
2. A imagem da funcdo secante é R — (—1,1).

3. A secante é positiva no primeiro e quarto quadrantes e ne-

gativa no segundo e terceiro quadrantes.

4. Se t percorre o primeiro ou segundo quadrantes entdo sec(t)
é crescente e se t percorre o terceiro ou quarto quadrantes

sec(t) ¢ decrescente.
5. A funcéo secante é periédica de perfodo 2.

6. O grafico da funcao secante é dado como na figura abaixo:
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Figura 13.8: Gréafico da Funcao Secante.

13.6 Funcao Cossecante

Definicao 13.5. Dado o numero real t, t # kmw, k € Z, seja
P = E(t) sua imagem no circulo unitario. Consideremos a reta
s tangente ao circulo em P e seja (Q sua intersecc@o com o eixo dos
senos. Denominamos cossecante de ¢, e indicamos por cossec(t), a
medida algébrica do segmento Oﬁ, ou seja, a abcissa OQ do ponto
Q.

Denominamos func¢éo cossecante a funcéo cossec : D —> R que

associa a cada t € D, t # kw, o niimero real OQ).

Observe que sempre que t = k7, k inteiro o ponto P = E(t) é de
tal forma que a reta tangente a C por P é pararlela ao eixo dos
senos e desta forma ndo existe o ponto () e assim nao estd definida

a funcéo cossecante de t.
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Figura 13.9: Construcao geométrica para a definicio da Secante

de um arco.

13.6.1 Propriedades da funcao Cossecante

A funcdo cotangente tem as seguintes propriedades:

1. O dominio da funcgo cossecante é D = {t € R;t # km,onde k € Z}.

2. A imagem da funcdo cossecante ¢ R — (—1,1).

3. A cossecante é positiva no primeiro e segundo quadrantes e

negativa no terceiro e quarto quadrantes.

4. Set percorre o primeiro ou quarto quadrantes entao cossec(t)
é decrescente e se t percorre o segundo ou terceiro quadrantes

cossec(t) é decrescente.

5. A funcfo cossecante é periddica de perfodo 2.

6. O grafico da funcio cossecante &€ dado como na figura abaixo:

181



Funcoes Trigonométricas

182

RARLTRF

Figura 13.10: Grafico da Func¢io Cossecante.
13.7 Relacoes Fundamentais

Vamos ver que as fungdes trigonométricas tg, cotg, sec e cossec
podem ser expressas em funcio das funcgbes sen e cos. Assim,

juntamente com a propriedade elementar, ja citada
sen®(t) 4 cos?(t) = 1

mostraremos, que a partir de uma funcao é possivel obter todas as

outras.

Proprosigao 13.19. Para todo t real, t # w/2+ kn, k € Z vale a
relacdo

sen(t)

cos(t)’

tg(t) =
Prova: Se t # km entdo a imagem E(t) = P no circulo é diferente
dos ponto (1,0) e (—1,0) e desde que, por hipotese t # w/2 + k,
entdo E(t) = P também é diferente dos pontos (0,1) e (0, —1).
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Figura 13.11: Construcdo gemométrica para a prova da pro-

sen(t)

priedade tg(t) = cos(t) ~

Logo ficam sempre definido os tridngulos OAT e OP, P, conforme

a Figura 13.11, que so semelhantes.

Portanto
[AT| _ |P,P|
|OA] OB’
e portanto
| sen(?)]
tg(t)| = .
8] = o

Agora, analisando a tabela abaixo, vemos que a fun¢io tg(t) e o
quociente sen(t)/ cos(t) possuem o mesmo sinal logo vale tg(t) =

sen(t)/ cos(t).
Quadrante | Sinal de tg(t) | Sinal de sen(t)/ cos(t)

1 + +
9 i i

3 + +
4 - -

No caso em que t = k7, temos que sen(km) = 0 e assim tg(t) =

= sen(t)

~ cos(t)?

o que conclui a prova. |
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Proprosicao 13.20. Para todo t real, t # kn, k € Z vale a relacio

cos(t)

cotg(t) = sen()"

Prova: A demonstracio segue de maneira andloga a proposicio

anterior.

Proprosicao 13.21. Para todo t real, t # /24 kn, k € Z vale a

relacdo
1
cos(t)’

sec(t) =

Prova: Se t # k7w entdo a imagem F(t) = P no circulo é diferente
dos pontos (1,0) e (—1,0) e desde que, por hipotese t # w/2 + k,
entao E(t) = P também é diferente dos pontos (0,1) e (0, —1).

Figura 13.12: Construgdo gemométrica para a prova da pro-

1
cos(t) "

priedade sec(t) =

Logo ficam sempre definido os tridngulos OPS e OP, P, conforme
a Figura 13.12, que sdo semelhantes.

Portanto L
OP
OP|’

S
A2

Q
3
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e portanto 1 3

_ 1
~ Teos(t)]

Agora, analisando a tabela abaixo, vemos que a func¢do sec(t) e

| sec(t)]

o quociente 1/cos(t) possuem o mesmo sinal logo vale sec(t) =

1/ cos(t).

Quadrante | Sinal de sec(t) | Sinal de 1/ cos(t)
1 + +
2 - -
3 . .
4 + +

No caso em que t = k7, temos que sec(km) = 1 = cos(t) se k é par,

ou sec(km) = —1 = cos(t), se k & {mpar. |

Proprosicao 13.22. Para todo t real, t # kw, k € Z vale a relag¢do

1
sen(t)’

cossec(t) =

Prova: a demonsiracdo segue de maneira analoga a proposicdo

anterior.

Segue das proposicoes acima, o seguinte resultado:

Corolario 13.1. Para todo t real, t # kn/2, k € Z valem as
relagoes:
— 1
COtg(t) - tg(t)7
tg?(t) +1 = sec?(t),

cotg?(t) +1 = cossec?(t),

cossec?(t) = #{2(”,
tg?(t
sen?(t) = 1+gtg(2()t).

RES}JMO .-[L
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Nesta secdo definimos as fungdes trigonométricas, extendendo o
conceito das relacdes seno, cosseno, tangente, e suas derivadas, do
tridngulo retangulo & uma fungio real.

Definicao: As func¢des sen : R — R e cos : R — R, chamadas
de Funcéo Seno e Funcdo Cosseno, respectivamente, sio definidas

pondo-se, para cada real t € R:
E(t) = (cos(t),sen(t)).

Noutras palavras, x = cos(t) e y = sen(t) sao respectivamente a
abcissa e a ordenada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria.
Usando, eixos orientados, podemos definir ainda outras quatro
funcGes trigonométricas:

Definicao: Sejat € R, t # S+km, k € Zeseja P = E(t) aimagem
no circulo C. Consideramos a reta OP e seja T sua interseccao
com 0 eixo tas tangentes. A medida algébrica do segmento ﬁ é
chamada de tangente de t.

Denominamos a fungéo tangente a funcéo tg : D — R que associa
acadat € D, t# m/2+ km, o niimero real AT.

Definigao: Dado o niimero real ¢, t # km, k € Z, seja P =
E(t) sua imagem no circulo unitario. Consideremos a reta OP de
seja D sua interseccio co o eixo das cotangentes. Denominamos
contangente de t, e indicamos por cotg(t), a medida algébrica do
segmento ﬁ

Denominamos fungéo cotangente a funcédo cotg : D — R que
associa a cada t € D, t # km, o niimero real BD.

Definigao: Dado o numero real ¢, t # kn /2, k € Z, seja P = E(t)
sua imagem no circulo unitdrio. Consideremos a reta s tangente ao

circulo em P e seja S sua intersecgdo com o eixo dos cossenos. De-
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nominamos secante de ¢, e indicamos por sec(t), a medida algébrica
do segmento O?, ou seja, a abcissa OS do ponto S.
Denominamos func¢do secante a funcéo sec : D — R que associa
acadat € D, t # kr/2, o nimero real OS.

Definicao: Dado o ntumero real ¢, t # km, k € Z, seja P = E(t)
sua imagem no circulo unitario. Consideremos a reta s tangente
ao circulo em P e seja () sua interseccdo com o eixo dos senos.
Denominamos cossecante de ¢, e indicamos por cossec(t), a medida
algébrica do segmento Oﬁ, ou seja, a abcissa OQ do ponto Q.
Denominamos func¢do cossecante a funcio cossec : D — R que

associa a cada t € D, t # km, o niimero real OQ.

ATIVIDADES

Atividade. 13.1. Esboce o grafico da funcdo y = 3 — 2 cos(2x —
m/4) e da fungio y = cos(z) num mesmo sistema de coordenadas.
Esboce o gréfico da fun¢fio y = 1+ fsen(% + 7/2) e y = sen(z)
num mesmo sistema de coordenadas.

Atividade. 13.2. Para que valores de t existe x satisfazendo as

igualdades:

_ t+2
T 2t—-1-

(b)-sen(z) = &=L,

(c)- tg(z) = V2 — 5t + 4.

Atividade. 13.3. Esbocar o grafico, determinar o dominio e o

(a)- cos(x)

periodo da funcio f(z) = tg(2z + 7/6).
Atividade. 13.4. Calcular sen(x) e cos(z) sabendo que 3 cos(z)+

sen(x) = —1.

13
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Calcular sen(z) e cos(r) sabendo-se que 5sec(r) — 3tg?(x) = 1.

Atividade. 13.5. Se sen(x) + cos(z) = a e sen(z).cos(x) = b,

determinar a relacdo entre a e b independente de .

Atividade. 13.6. Dado que sen(z).cos(y) = m, Mostrar que
sent(z) + cos*(z) = 1 — 2m? e sen%(z) + cosb(z) = 1 — 3m?
Atividade. 13.7. Prove que valem as igualdades abaixo e exiba
o dominio em que vale a igualdade.

)- (14 cot?(z))(1 — cos?(z)) = 1.
b)- % +sen(z) = = Cos(x) + tg(x).

n(x). cos(x tg(z)

sen( x) cos(x) _
C) cossec(z sec(:c) =1
t,
d)- li?xi;"” oy = o8 (@),

en3(z)—cos3(z)
sen(z) cos(:c)
o

e =1+ sen(z) cos(z).

(a
(
(
(
(
(f

) S
- et = 0os(@)- cotg(e).
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