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14

Foérmulas de Adicao e
Leis Fundamentais

META:
Obter e demonstrar as rela¢Ges do seno, cosseno e tangente da
soma e diferencas de arcos.

Demosntrar a lei dos cossenos e a lei dos senos.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverfo ser capazes de:

Provar as relagOes de soma e diferenca de arcos das fun¢Ges trigonométri-
cas elementares.

Demonstrar as formulas da lei dos senos e cossenos.

Aplicar as relagoOes trigonométricas, para resoluco de tridngulos.

PRE-REQUISITOS

Definicdo e propriedades das funcoes trigonométricas.
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14.1 Introducao

Nesta secao, vamos deduzir as formulas que calculam as fungoes
trigonométricas da soma e diferenca de dois arcos, cujas fungoes
sao conhecidas. Também, vamos estudar duas leis fundamentais
da trigonometria: Lei dos Senos e Lei dos Cossenos. Estas leis tém
importantes aplicagdes na geometria, como por exemplo, conhe-
cendo os lados de um tridngulo qualquer, podemeos calcular seus

angulos,(através de seus cossenos), alturas, medianas, etc.

14.2 Foérmulas de Adicao

As formulas cléssicas que exprimem cos(a + 3) e sen(a + ) em
termos de sen «, sen 3, cosa e cos 8 podem ser demosntradas de

diversas maneiras. Vamos dar uma prova, que parece a mais direta.

Figura 14.1: Férmula de Adigao.
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Consideremos a construg@o geométrica da Figura 14.1, onde temos 1 4

que CB’ L OB'. Seguem entao as seguintes relacoes:

OA = cos(a+ B),
OB’ = cos(B),
B'C =sen(p),

AB = A’B’ = sen(a) - sen(B),

OB = cos(a) - cos(f).

Logo
OA = OB — AB = cos(a) - cos() — sen(a) - sen(3).

Noutras palavras,

cos(a + ) = cos(a) - cos(f3) — sen(«) - sen(f3), (14.38)

chamada férmula do cosseno da soma. Tomando-se —( em vez de
B na formula (14.38) acima, e usando o fato que cos(—p3) = cos(f)

e sen(—f) = —sen(3), obtemos:

cos(a — ) = cos(a) - cos(B) + sen() - sen (). (14.39)

chamada féormula do cosseno da diferenga. J4 vimos que sen(w/2+

t) = cos(t) e cos(m/2+t) = —sen(t). Entdo temos que:

sen(a+ ) = —cos(m/2+ a+ f).
= —cos(m/2 + a) cos(f3) + sen(m/2 + ) sen(f),

ou seja,

sen(a + ) = sen(a) - cos(B) + sen(B) - cos(B). (14.40)
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As formulas para seno e cosseno do arco duplo sdo consequéncias

diretas das férmulas acima. Assim temos:

sen(2a) = 2sen(a) - cos(p) cos(2a) = cos*(a) — sen?(a).

Exemplo 14.1. Como aplicacdo das formulas de adicdo, vamos
mostrar como determinar as coordenadas do ponto A" = (2/,y'),
obtido do ponto A = (z,y) por meio de uma rotacdo de um angulo

§ em torno da origem de R%2. Chamamos de a o angulo do eixo

L J

i . K

Figura 14.2: Coordenadas do Ponto A’ como rotagdo do Ponto A

em torno da origem R2.

Oz com o segmento OA e escrevemos r = OA. Entdo r = OA’ e
se tem:

r=r-cosa, y=r=sena, x =r-cos(a+h), 1y =r-sen(a+h).
As formulas de adi¢&o fornecem

' =rcosa-cosf —rsena-senf) = xcosf —ysenb.

y =rcosa-senf —rsena-cosf = xsenld + ycosh.
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Portanto a rotagio de angulo 6 em torno da origem é a funcéo 1 4
T : R? — R? definida por

T(z,y) = (xcos —ysenb, zsend + ycosh).

Exemplo 14.2. Outra aplicacdo das formulas de adi¢io consiste
em obter uma parametrizacdo racional da circunferéncia unitaria

C. Comegamos observando que para todo z real vale a igualdade

(1—x2)2+< 2z )2_1
1+ 22 1422/

Ou seja, para todo «x real, os termos entre parénteses acima sio,

respectivamente, a abcissa e a ordenada de um ponto da circunfe-
réncia unitaria C, isto é, 880 o cosseno e o seno de um angulo 5.
Além disso, todo numero real x é a tangente de um (tnico) angulo
a € (—m/2,7/2). Logo a igualdade acima significa que, para cada

um desses valores de «, existe um S tal que

1-tg2a 2tg
——5— =cosf} e = sen .
1+tg“a 14 tg®
E facil mostrar que 8 = 2o usando as férmulas de cos(2a) e

sen(2«). Basta substituir tga por sena/ cosa no primeiro mem-

bro destas igualdades e fazer simplificacGes ébvias para ver que

1—tg? 2t
—gQa = cos(2a) e 7g(; = sen(2a).
1+tga 1+tg“a
Equivalentemente:
1 — tg? 5 2tg 5
Cosazim e SenOé:iM.

Dado o ponto arbitrario B = (cos a, sen «v) da circunferéncia unitéria,
como o angulo incrito APB é a metade do angulo central a = AOB

que subtende o mesmo arco AB, vemos que tg § & a inclinagao da
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reta PB, onde P = (—1,0). Mantendo o ponto P fixo e fazendo
§ variar em (—7/2,7/2), cada semi-reta de inclinacio igual a tg §
corta a circunferéncia unitéria num tnico ponto B = (cos a, sen ).
Todos os pontos da circunferéncia podem ser obtidos assim, menos
o proprio ponto P.
A correspondéncia

1—22 22
142271+ 22
é uma parametrizacio racional de C. Para x € Q, o ponto que lhe

corresponde tem ambas as coordenadas racionais.

14.3 Lei dos Senos e Lei dos Cossenos

Dado o tridngulo ABC, sejam a,b,c as medidas dos lados BC,
AC e AB respectivamente. Se ainda h = AP a altura baixada
de A sobre o lado BC. Hé& duas possibilidades, ilustradas como
na Figura 14.3, conforme o ponto P pertenca ao segmento BC' ou
esteja sobre seu prolongamento.

No primeiro caso, seja & = BP = c-cos B. O Teorema de Pitagoras

aplicado aos tridngulos ABP e APC' fornece as igualdades
2 =h?+2?
¥ =h*+(a—2)?=h?+2%+a® - 2ax
= h2? + 22 4+ a® — 2ac - cos B.

Comparando estas igualdades obtemos

b2 = a% + ¢ — 2ac - cos B.

No segundo caso © = BP = ¢ cos(m — B) = —c - cos B. ( Note

que cos B < 0, logo —c - cos B é positivo.) Novamente Pitagoras,
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Figura 14.3: Construcao Geométrica para a prova da lei dos senos

€ COSsenos.

aplicado aos tridangulos APB e APC nos da:

? =h?+2%
V¥ =h2+(a+2)?=h?+2%+a®+ 2ax

= h2 + 22 + a2 — 2ac - cos B.

Daf resulta, como antes, que
b =a? +® — 2ac-cos B. (14.41)

Esta igualdade é a lei dos cossenos, a qual é um caso particular
do Teorema de Pitagoras, aquele que se tem quando B & reto.

Evidentemente, tem-ge

=0+ —2c-cosA, A =a’+b>—2ab-cosC. (14.42)
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As mesmas figuras nos d&o, no primeiro caso:

h=c-senB =1b-senC,

logo
b c

sen B senC

No segundo caso temos que

h=0b-senC),

logo, novamente

senB senC

Se tomarmos a altura baixada do vértice B sobre o lado AC, ob-

teremos, com o mesmo argumento, a relagio

a C

senA  senC
Podemos entédo concluir que, em qualquer tridngulo, tem-se

b
S (14.43)
senAd senB senC

Esta é a lei dos senos. A interpretaciio geométrica para a razao
a/ sen A ¢ que esta corresponde ao didmetro do circulo circun-
scrito ao triangulo ABC. De fato, a perpendicular OP, baixada
do centro do circulo circunscrito sobre o lado BC' é também me-
diana do tridngulo isdsceles OBC' e bissetriz do dngulo COB, que
éigual a 24. Logo COP = A e daf resulta que a/2 = rsen A, ou
seja, a/ sen A = 2r = didmetro do circulo circunscrito ao triangulo

ABC.
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Figura 14.4: Interpretacdo geométrica da Lei do Senos.

As leis dos senos e cossenos permitem obter os seis elementos de
um triangulo (trés angulos e trés lados) dados trés deles, desde que
um seja lado.

Exemplo 14.3. Suponha que sdo dados os lados a e b e o angulo

A de um tridngulo. Usando a leis dos senos

a

b . b R
=~ = — de onde se obtém sen B = —sen A
senA senB a

Suponhamos, a > b entdo segue que g sen A é um nfimero positivo
menor que 1, logo existe um tnico dngulo B, menor que dois retos,
cujo seno éigual a - senA Em seguida, determina-se o angulo C
pela igualdade A + B 4 C' = dois retos. Conhecendo C, usando a

lei dos cossenos, obtemos

c= \/a2+b2 — 2abcosC.

RESUMO

Nesta secdo determinamos as férmulas para determinar o seno e
o cosseno da soma e da diferenca de dois arcos « e 8, em funcéo

do seno e cosseno destes dois arcos. Como vimos anteriormente,

14
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através do seno e do cosseno poderemos determinar as demais
funcoes trigonométricas. A Utilidade destas relacoes esta no fato
de que elas permitem que se expanda o niimero de arcos que se
podem obter o valor das fungdes trigonométricas, j& que permitem
que se obtenham novos valores a partir de outros ja conhecidos.

As formulas de adicio s&o:

sen(a + 3) = sen(a) - cos(B) + sen(3) - cos(a),
cos(ar+ ) = cos(a) - cos(B) — sen(a) - sen(B),
cos(ar— ) = cos(a) - cos(8) + sen(a) - sen(B),
sen(a — ) = sen(a) - cos(B) — sen(f3) - cos(a).

J& a Lei dos Senos, que relaciona os angulos A, B, C com os lados
a, b, c as medidas dos lados BC, AC e AB respecitavente, segundo

a formula
a b c

~ A A
senA senB senC

e a lel dos cossenos, onde sao vilidas as relacoes

a2 =12+ 2 — 2bc - cos A,
b2 = a? + ¢ — 2ac - cos B,

=a2+b2—2ab-cosC,

sao muito importante para se determinar os seis elementos de um
triangulo, quando sdao dados trés deles, sendo que ao menos um

deles é um lado.

ATIVIDADES

Atividade. 14.1. Prove que sen(a—/f3) = sen acos f—sen 3 cos a.
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Atividade. 14.2. Mostre que para todo z € R temos que: 1 4
(a) sen(z) = sen(m — x) e cos(z) = — cos(m — ).
b) sen(z) = —sen(x — 7) e cos(x) = — cos(x — 7).

(
(c) sen(z) = —sen(2m — x) e cos(z) = cos(2m — x).
(c) sen(x)

¢) sen(z) = cos(m/2 — x) e cos(x) = sen(n/2 — x).

Atividade. 14.3. Prove as seguintes igualdades sdo verdadeiras
para todo x € R:
(a) sen(37/2 — x) = — cos(x).
b) cos(37/2 — x) = —sen(x).

(
(c) cos(3m/2 + x) = sen(x).
(d) sen(37/2 4+ x) = — cos(x).

Atividade. 14.4. Provamos que , dados a,b € R ent&o
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

Usando esta formula , prove que:

(a) tg(a +b) = {EebEl,

tg(b
(b) tg(a —b) = {EL1E0..

__ cotg(a) cotg(b)—1
(¢) cot(a+b) = r Ty Teoa® -

Atividade. 14.5. Calcule cotg(165°), sec(255°) e cossec(15°).

Atividade. 14.6. Se a e b s&o angulos agudos e positivos, mostrar

que

sen(a + b) < sen(a) + sen(b).

Atividade. 14.7. Provar que os &ngulos internos A, B e C de

um tridngulo n&o retangulo verificam a relacfo:

tg(A) + tg(B) + tg(C) = tg(A). tg(B). tg(C)
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Atividade. 14.8. Mostre que para todo a # %’T (k € Z) temos

que = cotg(a/2) — cotg(a). Mostre ainda que

1
sen(a)

1 1 1
sen(a) +sen(2a) +sen(4a) + '+sen(2”a)

= cotg(a/2)—cotg(2"a).

Atividade. 14.9. Prove que valem as relagoes:

) = sen(p+q)
cos(p) cos(q) -
) sen(p—q)
cos(p) cos(@)
Atividade. 14.10. Trasnforme em um produto y = cos(9a) +

cos(ba) — cos(3a) — cos(a).

Atividade. 14.11. Demosntrar que se A, B e C sdo os angulos
internos de um triangulo (qualquer ?) ent&o vale a relaco:

(a) sen(A) + sen(B) + sen(C) = 4 cos(A/2). cos(B/2).cos(C/2).
(b) cos(A)+cos(B)+cos(C) = 1+4sen(A/2).sen(B/2).sen(C/2).
(c) sen(2A) +sen(2B) + sen(C) = 4sen(A).sen(B).sen(C).
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