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Equacoes e
Inequacoes Trigonométricas

META:

Identificar e resolver equacoes e inequagdes trigonométricas funda-
mentais.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Identificar e resolver uma equagao trigonométrica basica.

Identificar e resolver uma inequacgio trigonométrica.

Definir as fungoes trigonomeétricas Inversas das fungoes Seno, Cosseno

e Tangente.

PRE-REQUISITOS

Definicdo e propriedades das funcoes trigonométricas.
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15.1 Introducao

Nesta secao, vamos examinar algumas equagoes e inequacoes tri-
gonométricas. Elas aparecem naturalmente na solugao de proble-
mas de Geometria quando a incognita escolhida é um &ngulo. Por
exemplo, se de um tridngulo retangulo se conhece a hipotenusa a
e a soma dos catetos s, para calcular algum outro elemento dessa
figura, podemos colocar x para um dos &ngulos. Teremos entdo

sen(z) 4 cos(z) = s/a, a qual é uma equacio trigonométrica.

15.2 Equacoes Fundamentais

As equacOes fundamentais sdo senx = cosa, cosx = cosa e tgx =

tga. Vamos examinar cada uma separadamente.

15.2.1 senx =sena

Para que sen x = sen a é necessario e suficiente que as extremidades
dos arcos x e a coincidam ou que sejam simétricas em relacao
ao eixo das ordenadas. No primeiro caso = e a tém a mesma
imagem, ou seja, sdo cOngruos, e no segundo €aso 0s arcos x € a
sao suplementares. Em outras palavras, as imagens de x e a no
circulo unitério, dadas respectivamente por P = FE(a) e Q = E(x),
estao sobre a reta r perpendicular ao eixo dos senos. Em resumo,

a solucdo deste tipo de equacao é dada por:

senz =sena <= =a+2km ouz = (7 —a)+ 2kn

Exemplo 15.1. Seja m € [—1,1], entao existe um unico y no

intervalo —5 <y < 7 tal que seny = m. Chamaremos este real y
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Figura 15.1: Esquerda: Solucdo da equacdo senx = sena, no caso

em que a e x sdo suplementares.  Direita: Funcdo Inversa arcsen

de arcsenm (arco seno m), logo arcsen ¢é a fungao inversa do seno
no intervalo [—m/2,7/2]. (Veja Figura 15.1)

Portanto

y =arcsen(m) <= seny=m e — Sygg.

us
2

Por exemplo, arcsen(1l) = 7/2 e arcsen(1/2) = /6.

15.2.2 cosxz = cosa

Para que cos x = cos a é necessario e suficiente que as extremidades
dos arcos x e a coincidam ou que sejam simétricas em relacdo ao
eixo dos cossenos. No primeiro caso € a tém a mesma imagem,
ol seja, sao congruos, e no segundo caso OS arcos T € a SAo0 re-
plementares. Em outras palavras, as imagens de x € a no circulo
unitario, dadas respectivamente por P = E(a) e Q = E(x), estao
sobre a reta r perpendicular ao eixo dos cossenos. Em resumo, a

solucdo deste tipo de equacao é dada por:

cosx =cosa <= r=a+2km oux=—a-+2km
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Figura 15.2: Esquerda: Solugio da equacdo cosx = cosa, No caso
em que a e r sdo replementares. Direita: A funcdo inversa

arccos.

Exemplo 15.2. Se m € [—1,1], a fun¢fo inversa do cosseno |,
arccos m, € definida como o inico nimero real y do intervalo [0, 7]

tal que cosy = m. Portanto

y = arccos(m) <= cosy=m e0<y<m.

15.2.3 tgzx =tga

Para que tgz = tga com a # 7/2+km, é necessério e suficiente que
as extremidades dos arcos x e a coincidam ou que sejam simétricas
em relacdo & origem. Temos entao x = a+km. Em outras palavras,
as imagens de x e a no circulo unitario, dadas respectivamente por
P =E(a) e @ = E(x), estao sobre a reta r que passa pela origem.

Em resumo, a solugdo deste tipo de equacio é dada por:

tgr =tga<=cr=a+kn
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Figura 15.3: Esquerda: Solucdo da equacgdo tgx = tga. Direita:

A funcio inversa y = arctg(m).

Exemplo 15.3. A fungfo inversa da tangente, arctg m, é definida
para todo real m como o unico y do intervalo (—m/2,7/2) tal que
tgy =m.

Portanto

=arctg(m) <= tgy=m e — - <y<

ol
ol

15.2.4 Aequacaoasenz +bcosz =c

A equagdo asenx + bcosx = ¢ pode ser resolvida por trés proces-
sos. Mostramos, por um método que consiste em dividir a equacio

por r = Va2 + b2, que é diferente de zero. A equacao toma a forma

a b c
—senx + —cosxr = —.
r r r

Como (%)2+($)2 = 1, existe um niimero real o tal que sena = a/r

e cosa = b/r. Teremos entao

c
Sen o - senx + cos - cos T = —,
r
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ou seja,

cos(z — ) = ¢/r,
a qual é de féacil resolucao.

Exemplo 15.4. Considere a equacao
V3senz —cosz = 1,

onde neste caso particular a = V3, b = —1 e ¢ = 1. Assim

r =+/3+ 1 = 2. Dividindo por 2 a equacao obtemos

V3 1 1
5 senx 2608%—2,

V3

Como cos7/6 = 5% e sen7/6 = 1/2, temos que a equagio acima

pode ser reescrita na forma
™ T 1
Senzx - Ccos — —Sen — - COST = —
6 6 2’

ou

SeIl(ZE— %) = %

Obtemos, como vimos anteriormente, que devemos ter z — w/6 =
/6 +2km oux — w/6 = 7w/6 — w/6 + 2k7, e as solucdes de nossa

equacao, sao portanto

x=m7/3+2kr ou x=m+2kn.

15.3 Inequacoes Trigonométricas

As inequacgOes trigonométricas podem ser reduzidas a uma das i-
nequagoes: senx > m, senx < m, cOST > m, cosx < m, tgxr >m
e tgx < m, onde m & um niimero real dado. Tais inequagdes sao

chamadas inequacées fundamentais.
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15.3.1 Inequacao do tipo senz > m

Seja P = E(x) aimagem de x no circulo unitario e seja r a reta que
passa por P e perpendicular ao eixo dos senos. Entdo as imagens
dos reais tais que sen x > m estdo na intersecc¢o do circulo unitario

com o semi-plano situado acima de r.

Figura 15.4: Esquema da solucao da Inequacio da forma senz >

m.

Anélogamente faz-se o estudo da inequacao senx < m.

Exemplo 15.5. Resolva a inequacdo 0 < senz < @ Observamos
primeiramente que senx = 0 implica que = = kr. Entao a solucio
da equacao 0 < senx, consiste em todos valores de = cuja imagem

no circulo unitério esta acima da reta s, que neste caso é o eixo do

_\3

cossenos. Por outro lado, senx 5

implica que uma solucao é
x = m/3 4 2kw. Logo a solugio da inequagio senx < @ consiste
em todos os valores de x cuja imagem no circulo unitario esta

abaixo da reta s; que é perpendicular ao eixo do senos e passa

pelo ponto P = E(n/3). Logo combinando estes dois resultados,

15
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obtemos

2
O+2k7r§:1:<g+2k7r ou §+2k:7r<m§7r+2k7r

ARy
\/

: : 5 = V3
Figura 15.5: Esquema da soln¢ao da Inequagao 0 < senx < *5°.

15.3.2 Inequacao do tipo tgzx > m

Figura 15.6: Esquema da solucéo da Inequacéo da forma tgz > m.
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Seja P = E(x) a imagem de x no circulo unitario e marcamos no
eixo das tangentes o ponto T tal que AT = m. Tracamos entio
a reta r = ﬁ As imagens dos x tais que tgx > m estdo na

intersec¢do do circulo unitario com o angulo rOy.

Exemplo 15.6. Considere a inequacdo tg < /3. Sabemos que
tgm/3 = /3. Determinamos o ponto T no eixo das tangentes
correspondente ao valor v/3. Fica entdao determinada a reta r,
que passa por T e a origem. Assim analisando a Figura 15.7,

encontramos:

=

Figura 15.7: Esquema da solucdo da Inequacdo da forma tgx <

V3.

0+2kr <ax<Z+2km ou JF+2kr<az<+2%knr

ou37’7+2k7r<:c<27r+2k7r.

RESUMO

15
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Vimos as seguintes equagoes trigonométricas:

(1)

senx =sena <=z =a+2kr oux = (7 —a)+ 2km.

(2)

cosx =cosa <= xr =a+2kr ouxz = —a+ 2km.

(3)

tgxr =tga <=z =a+ km.

(4) Consideremos a equaco asenx + bcosz = c. Definar = va? + b2

e divida a equacdo asenx + bcosx = ¢ por r, onde obtemos
a b c

—senx + —cosx = —.
r r r

Como (%)2—#(%)2 = 1, existe um nimero real a tal que sena = a/r

e cosa = b/r. Teremos ent&o
c
Sen (- sen & + cos o - Cos T = —,
r

ou seja,

cos(r — ) = ¢/r,

ATIVIDADES

Atividade. 15.1. Estudar a variacao de sinal da fun¢do f : R —

R, f(x) = cos(z) — sen(x).
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Atividade. 15.2. Estudar a variacao da funcao f : R — R,
f(z) = sen(2x) + cos(2z).
Atividade. 15.3. Resolva as equacOes trigonométricas:
) 2cos?(z) — 1 = sen(x).
b) sen(z — 7/3) = V/3/2.
¢) 2sen(x) — cossec(x) = 1.
d) sen(2zx) = sen(x).
e

f

cos(3z) — cos(z) =0

sen(x) — v/3cos(x) = 0.
g(z) + cotg(z) = 2.

V3cos(z) +sen(z) = 1

)
)
8
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(
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Atividade. 15.4. Determinar os &ngulos internos de um tridngulo

ABC sabendo-se que
cos(A+ B) =1/2, sen(B+C) =1/2.

Atividade. 15.5. Resolva as inequacOes trigonométricas:
(a) sen(x) < —@.

(b) |sen(x)| < 1/2.

(c) 2sen?(x) < sen(x).
(d) cos(2z) + cos(x) < —
(

(

(

e) cos(2x) > cos(x).

oa(w) <1.

Q

f

g) tg(z)| < 1.

)
)

o

o

72}
=
\_/

Atividade. 15.6. Os lados de um tridingulo sdo dados pelas ex-
pressdes a =22+ x4+ 1, b=2x+ 1 e ¢ = 22 — 1. Demonstrar que

um dos angulos e 120°.

Provar que num tridngulo ABC retangulo em A, vale a relagio

(a —b)2 = ¢ — dabsen?(C/2).

15
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Atividade. 15.7. Qual é a relacao entre os lados a, b e ¢ de um
tridbngulo ABC' para que se tenha:( Suponha que a >be a > ¢)
(a) ABC retangulo? (R:a? = b% + ¢?)

(b) ABC acutangulo? (R:a? < b + ¢?)

(c) ABC obtusangulo? (R:a? > b? + ¢?)
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