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Progressoes Aritmeéticas

1.1 Introducao

Prezado aluno, seja bem vindo ao curso Matematica para o Ensino
Meédio II. O objetivo principal deste curso é o de dar seguranca em
relacdo ao conteiido do segundo ano do ensino médio para voce,
aluno, que posteriormente serd professor abilitado a dar aulas no
ensino fundamental e médio.

Nesta aula trabalharemos o conceito de progressoes aritméti-
cas, que vocé viu no inicio do segundo ano do ensino médio. Como
vocé sabe, na vida real, s3o comuns, as grandezas que sofrem vari-
acoes iguais em intervalos de tempos iguais. Isto est4 intimamente
ligado a sequéncias nas quais o aumento de cada termo para o
seguinte é constante.

Apresentaremos o conceito de progressoes aritméticas enfati-
zando com exemplos e provaremos a férmula da soma dos primeiros
n termos de uma progressao aritmética. Mais adiante mostraremos
como uma progressao aritmética pode ser "vista"como um polinémio,

e forneceremos mais resultados associados a tais polindmios.

1.2 Progressoes aritméticas-definicoes e

exemplos

Definicao 1.1. progressao aritmética: Uma progressao arit-
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mética é uma sequéncia na qual a diferenca entre cada termo e o
termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada

de razao da progressao e representada pela letra r.

Exemplo 1.1. Assequéncias (0,4, 8,12,16,...) e (7,5,3,1, -1, -3, ...
sao progressoes aritméticas cujas razoes valem 4 e —2, respectiva-

mente.

Em uma progressao aritmética (ag, ai,ag, ..., an, ...), notemos
que para sair de um termo para o seuinte necessitamos apenas
somar a razdo r. Neste caso ap+1 = ap + 7, onde n € N. A
pergunta agora é: Se soubermos apenas a razdo r e o primeiro
termo ag, temos como descobrir o valor de um termo qualquer a,?

A resposta é sim, e por recursio, é facil ver que, a, = ag + .

Em geral vale: a, = ap+ (n —k)rpara0 <k <n

Exemplo 1.2. O pre¢o de um carro novo é de R$10000,00 e
diminui R$250,00 a cada ano. Qual serd o preco deste carro pas-
sado 11 anos?

Solucao:

Neste caso ag = 10000 e queremos calcular a1;. Como a
desvalorizacao é constante, (a,) é¢ uma progressao aritmética Deste

modo r = —250 e a1; = 10000 — 250 x 11 = 7250

Exemplo 1.3. O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua
ultima passagem foi em 1986. Quantas verzes ele visitou a Terra
na era Crista? Em que ano foi a sua primeira passagem nesta era?

Solucao:

Se o ultimo ano da passagem do cometa foi em 1986, entdo
a; = 1986 e r = —76. Assim a, = 1986 — 76(n — 1) = 2062 — 76,
de modo que a, > 0 desde que n < 27,13... Portanto, oos termos
positivos dessa progressao sao os 27 primeiros aq, a, ..., ao7. Assim

o cometa Halley visitou 27 vezes a Terra e a sua primeira passagem
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na era crista foi em agy = 2062 — 76 x 27 = 10.

1.3 Foérmula da Soma dos n primeiros ter-

mos de uma progressao aritmética

Nesta secao exibiremos a formula da soma dos n primeiros termos
de uma progressao aritmética, bem como algumas consequéncias

disto.

Teorema 1.1. A soma dos n primeiros termos de uma progressao

aritmética (ay,az,...) €

ai1+an)n
S,, = latan)n

Demonstracao

Consideremos S, = a1 + a2 + ... + an,_1 + a,, € verdade que
2S5, = (a1+an)+(ag+an—1)+(as+an—2)+...+(an+ay). Observe
que, no primeiro parénteses temos: (a1 +ap) = a1 + a1+ (n—1)r;
e no segundo,

(ag4ap—1) =az+ta1+(n—2)r =a1+a1+(n—1)r = (a1 +ay),
de forma anéloga podemos concluir que todos os parénteses sdo
iguais, de modo que temos n deles assim a soma .5, valera:

a1+an)n
Sy, = laatann,

n

Exemplo 1.4. Qual é o valor da soma dos primeiros 12 termos da
progressao aritmética:(—2,1,4,7,10,...)?

Solugao:

Como a2 = —2 + 12 x 3 = 34, temos:

Sio = (Z23)12 = 192.
Exemplo 1.5. Mostre que a soma dos n primeiros nimeros in-
teiros positivos é:

n
Zk:1+2+3+...+n:
k=1

n(n+1)
—

15
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Solucao:
Considere a progressao aritmética:(1,2,3,4,...), utilizando a
formula para a soma dos primeiros termos para esta progressao,

temos:

Sn:Zk:1+2+3+...+n:
k=1

n(n+1)
5
Proposicao 1.1. A soma dos primeiros termos de uma progressao

aritmética é um polinémio de grau 2 sem termo livre.

DemonstracaoComo S, = W, e ap, =aj+ (n—1)r, sub-

stituindo a, na férmula de 5, temos:

Sn - %7’1,2 + (al - %)n

Definigao 1.2. Uma progressio aritmética de sequnda ordem é
uma sequéncia (a,) na qual as diferencas da, = ant+1 — an, entre
cada termo e o termo anterior, formam uma progressao aritmética
nao-estaciondria. Em geral, uma progressao de ordem k, (k>2) €
uma sequéncia na qual as diferencas entre cada termo e o termo

anterior formam uma progressdo de ordem k — 1.

Exemplo 1.6. Seja (a,) = (0,0, 6,24, 60,120,210) , (5a,) = (0,6, 18, 36, 60, 90):

(6%an) = (6,12, 18,24, 30); (63a,) = (6,6,6,6).
Como (§a,) é constante, temos que (62a,,) é uma progressao

aritmeética.

Proposicao 1.2. Uma sequéncia (a,) na qual o termo de ordem
n € um polindémio em n, do sequndo grau, se, e somente se, a

sequéncia (ay) € uma progressao aritmética de sequnda ordem.

Demonstracao

Se, a,, = an?® + bn + ¢, com a # 0, tem-se:

Sap = ani1=anp=a(n+1)2+bn+1)+c—(an®+bn+c) =
2an + a + b,
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que é do primeiro grau em n. Assim (da,) é uma progressao
aritmética nao-estaciondria.

Reciprocamente, se (a,) é uma progressao aritmética de se-
gunda ordem, (da,) é uma progressao aritmética com razao difer-
ente de zero, e a soma dos primeiros n termos de (da,) é um
polinémio do segundo grau em n, de maneira que (a,) também

¢ um polinémio de segundo grau em n.

Teorema 1.2. Uma sequéncia (a,) € uma progressao aritmética
de ordem p (p > 2), se, e somente se, a, é um polindmio de grau

D em n.

Demonstracao

Vamos proceder por inducao sobre p. Para p = 2 é valido pela
proposicao anterior.

Suponhamos que o teorema seja valido para p e provemos que
a afirmacao é valida para p = s + 1. Se (a,) é uma progressao
aritmética de ordem s + 1, (da,) = ap+1 — a, é uma progressao
aritmética de ordem s, e por indugdo, (da,) é um polindémio de
grau s em n. Logo a soma dos primeiros n termos de (da,) que
vale a, — a1 é¢ um polinémio de grau s + 1 em n, de modo que a,
¢ um polinémio de grau s + 1 em n. Reciprocamente, se a, ¢ um
polinémio de grau s + 1 em n, (da,) ¢ um polinémio de grau s em
n. Por inducdo, (da,) € uma progressao de ordem s, ou seja, (ay)

é uma progressao aritmética de ordem s + 1.

1.4 Conclusao

Na aula de hoje, apresentamos a definicdo de progressao aritmética
e alguns resultados relacionados. O ponto principal acerca de pro-

gressdes é que uma progressao aritmética de ordem p (p > 2) é
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associada a um polindmio de grau p. De modo que vocé, prezado
aluno e futuro professor devera "ver''uma progressao aritmética de

outra maneira: do ponto de vista polinomial.

1.5 RESUMO

Uma progressao aritmética € uma sequéncia na qual a difer-
enca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa
diferencga constante é chamada de razao da progressao e rep-
resentada pela letra r, cuja férmula geral é dada por: a, =
ag + rn., onde r é a chamada de razdo de uma progressao

aritmética.

A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética
(a1, as,...) é:

a1+an)n
S, = latann,

1.6 Proxima aula

Na proxima aula, daremos a definicdo de progressdes geométricas,
motivado por exemplos. Exibiremos também a férmula que cal-
cula o valor da soma dos primeiros n termos de uma progressao

geométrica.

1.7 Atividades

ATIV. 1.1. Dada uma fita separada em intervalos horizontais por
trés cores: azul amarelo e branco, onde ha repeticao dessas cores.
Se a primeira cor que vemos é amarelo, a segunda azul e a terceira

branca, qual serd a cor do intervalo de namero 1097
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ATIV. 1.2. Quantos niimeros inteiros existem, de 1000 a 10000,

que nao sdo divisiveis nem por 5 nem por 7 7
ATIV. 1.3. Ache ap numa P.A. sabendo que r=1/4 e a29=45.

ATIV. 1.4. Quanto vale o produto a(aq)(aq?)(ag?®)...(aq™)?

1.8 Leitura Complementar

LIMA, Elon L., Matematica para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

Santos, J.P.O., Mello, M. P., Murari, [. T. C., Introducao a
Andlise Combinatoria, 4 ed., Editora Moderna, Rio de Janeiro,
2007.

Guelli, C.A., Tezzi, G., Dolce, O., Algebra I - Sequencias -

Progressoes - Logaritmos, Editora Moderna, Rio de Janeiro, 2007.
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