AULA

Progressoes Geométricas

META:

Apresentar o conceito de progressoes geométricas e propriedades.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Entender o conceito de progressoes geométricas e saber relaciona-

la com taxas de crescimento.

PRE-REQUISITOS

Multiplicacdo de numeros reais e limites de funcoes reais.

2.0.1 Introducao

Prezado aluno, nesta aula exibiremos o conceito progressoes

geométricas. Como vimos na aula passada, uma progressao arit-
mética é uma a sequéncia na qual o aumento de cada termo para
o seguinte é constante, de modo anédlogo podemos pensar em se-
quéncias nas quais o quociente de um termo pelo seguinte é sempre
constante. Isto é o que chamaremos de progressdes geométricas e
este conceito estd intimamente ligado ao estudo de taxas equiva-

lentes, e juros compostos.
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2.1 Progressoes geométricas-definigao e

exemplos

Definicao 2.1. Uma progressio geométrica é uma sequéncia na

qual o quociente da divisdo de cada termo pelo anterior é constante

Exemplo 2.1. A sequéncia (a,) = (2,4,8,16,32,64,...) é uma

= A v 4 _ 8 _ 16 _
progressao geométrica, pois 2 =5 =7 = g = ...

Exemplo 2.2. A sequéncia (b,) = (0,1,2,16,22,54,...) ndo é uma

progressao geométrica, pois um dos termos desta é nulo.

Exemplo 2.3. A populagdo de um pais hoje é igual a Py e cresce
2% ao ano. Qual sera a populacdo deste pais daqui n anos?
Solucao:

Se a populacao cresce 2% ao ano, a populacio é 102% = 1,02 da

anterior, deste modo, daqui n anos a populagdo é P, = 1,02"F.

Exemplo 2.4. O Flamengo tem um ntmero k de torcedores.
Sabendo que este nimero descresce 8% ao ano, qual seré o niimero
de torcedores do Flamengo daqui a 8 anos?

Solucao:

Se o ntmero de torcedores do Flamengo, hoje, é k, e decresce a
uma taxa de 8% = 0,08 ao ano, entdo daqui a um ano, o nimero
de torcedores serd de 17 = 0,92k. Deste modo, o nitmero de
torcedores do Flamengo daqui a 8 anos sera de Ty = 0, 928k, onde
0,928 vale aproximadamente 0,5132. Portanto, o Flamengo tera

uma reducgio de aproximadamente 49% na sua torcida em 8 anos.

Em uma progressao geométrica, cada termo é igual ao anterior
multiplicando por um ntimero g, onde ¢ = 1 4+ 4, sendo que i é a
taxa de crescimento dos termos. Nota-se que i pode ser negativo,

como no exemplo passado. Naquele caso ¢ = —0, 08.
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Definicao 2.2. Em uma progressao geométrica, o quociente da
divisdo de cada termo pelo anterior , € uma constante denotada

por q, chamada de razdo da progressao.

A razdo g de uma progressao geométrica é simplesmente o valor
de 1+ 17, onde i é a taxa de crescimento constante de cada termo

para o seguinte.

Exemplo 2.5. As sequéncias (2,6,18,54,...) e (128,32,8,2) sao
progressoes geométricas cujas razoes valem respectivamente ¢; = 3
e qo = %. Suas taxas de crescimento sdo respectivamente i1 = 2 =

200% e iy = —3 = —75%, pois ¢ = 1 + i.

Em uma Progressao geométrica (a,), para avancar de um termo
para o seguinte basta multiplicar pela razao ¢, deste modo tem-se
formula geral de uma progressio geométrica: a, = a;q™ ', pois ao

passar de a; para a,, avancamos n — 1 termos.

Exemplo 2.6. E uma progressao geométrica o quinto termo vale 5
e o oitavo vale 135. Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?

Solugao:

ag = asq>, pois para passarmos do quinto termo ao oitavo, avancamos

3 termos. Logo, 135 = 5¢° e ¢ = 3. Analogamente, a7 = asq® =
45.

2.1.1 Foérmula da soma dos n primeiros termos de uma

Progressao geomeéetrica

Teorema 2.1. A soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica (ay,) de razao |q| # 1, é

1—-q"

1—q°

Como Sy, = a1 +ag+...+an, entdo ¢S, = as+asz~+...+ap+ant1,

Sn = a1

pois axy1 = qag, Vk € {1,n}.

23



24

Progressoes Geométricas

Subtraindo ¢Sy, de Sy, temos S, — qSn = a1 — any1, isto é, S, (1 —

q) = a1 — a1q". Portanto,
1—q"

Sn:all_q

Exemplo 2.7. Calcule a soma dos n primeiros termos da pro-
gressdo geomeétrica (a,) = (3,6,12,24,48, ...)
Solucao:
Como ¢ =2 e a1 = 3, temos
1—q" 1-2"
=3 =-3+3.2"
1—g¢q -1 +

Nas progressoes geométricas em que |g| < 1, a soma dos n primeiros

Sn:al

termos tem um limite finito quando n +— oo.

Teorema 2.2. Seja (a,,) uma progressao geométrica de razao |q| <
1, o limite Sy, da soma dos primeiros n termos da progressao (ay)
ai

converge, isto €: limy, o0 Sy = =t

Basta notarmos que limn — ocog™ = 1, para |¢| < 1. Assim,

1-0 aq

limy, o0 Sy = M1 41—q

2.2 Conclusao

Nesta aula, apresentamos o conceito de progressao geométrica jun-
tamente com a férmula da soma dos n primeiros termos desta.
Além disso provamos um importante resultado : desde que a razao
de uma progressao geométrica |¢| < 1, a soma S,, converge para

ai
——, quando n cresce.
q

1—

2.3 RESUMO

Em uma progressdo geométrica, o quociente da divisao de

cada termo pelo anterior , ¢ uma constante denotada por q,
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chamada de razao da progressdo. A razdo q de uma pro-
gressao geométrica é simplesmente o valor de 1+, ondeié a

taxa de crescimento constante de cada termo para o seguinte.

A féormula geral de uma progressdo geométrica é a, = a1q™ "

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica
(an) de razao q # 1, &
1—-q"

Sn:all_q.

Para |¢| < 1, limy o0 Sp = 72

2.4 Proxima aula

Na proxima aula Trabalharemos alguns conceitos de matemaética
financeira como juros simples e juros compostos. Na verdade, ju-
ros compostos é uma aplicacdao direta do conceito de progressoes

geométricas.

2.5 Atividades

ATIV. 2.1. Aumentos sucessivos de 5% e 10% equivalem a um

aumento dnico de quanto?

ATIV. 2.2. Descontos sucessivos de 5% e 10% equivalem a um

desconto tnico de quanto?

ATIV. 2.3. Qual é o quarto termo da progressao geométrica: 2%,

3 6
22,22,.7

ATIV. 2.4. Determine o valor da soma: S =0,3+0,33+0,333+

Quanto vale 357

2
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ATIV. 2.5. Calcule o valor da soma:
a)l + 1141114 1111 4 ...
b)1 + 2z + 322 + 423 + ..., com |z| < 1.
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