AULA

Introducao a Matematica Financeira

META:

Apresentar os conceitos de juros simples e compostos, e algumas
propriedades .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Entender o conceito de juros simples, juros compostos.

PRE-REQUISITOS

Multiplicacao de numeros reais e limites de funcoes reais.

3.1 Introducao

Nesta aula, veremos alguns conceitos de matemaética financeira.
Aluno, vocé deve estar familiarizado com o conceito de progressoes
geométricas, a partir de agora veremos que uma das importantes

aplicacOes de progressoes geométricas é a matematica financeira.

A operacao basica da matematica Financeira é a operacdo de em-
préstimo. Quando emprestamos um capital a uma pessoa (fisica
ou juridica), recebemos de volta a quantia emprestada mais uma
quantia que denominamos de juros. Veremos logo a seguir duas
modalidades de praticas de juros, que serdo motivadas por exem-

plos e aplicagoes da vida cotidiana.
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3.2 Juros Simples

Definicdo 3.1. Capital (principal ou valor presente) E a quantia
aplicada ou emprestada por um periodo de tempo.

Prazo(ou tempo) E o periodo de aplicacdo do capital.

Definigao 3.2. Chamamos de juros simples a remuneragao de um
capital (C) aplicado a uma taxa (i), por um periodo de tempo

determinado (n).

A taxa de juro indica o valor do juro a ser pago numa unidade de
tempo, e serd expresso em porcentagem do capital. Exemplos: a)
A taxa de juro de 15% a.d.; significa que o valor do juro é igual
15% do capital, por dia. b) A taxa de juro de 31% a.m.; significa

que o valor do juro é igual a 31% do capital, por més.

Exemplo 3.1. Rodogofredo tomou um empréstimo de R$100.
Dois meses apos, pagou R$150. Os juros pagos por Rodogofredo
sao de R$50, e a taxa de juros é de 0,5 = 50% ao bimestre. O
capital é de R$100 e o montante é de R$150.

Teorema 3.1. No regime de juros simples de taxa i, uwm capital de

C, transforma-se, depois de n periodos de tempo, em um montante

de M =C(1+in).

O juro total dos n periodos serd: J = Cin. Logo o montante, ap6s

n meses serd de M = C' + Cin = C(1 +in).

Exemplo 3.2. Calcular os juros produzidos por um capital de
R$2.000, 00 colocado a taxa 1% a.m. durante 1 ano e 2 meses.
Solucao:

J=C.i. n C = R$2000, i = 1% a.m.

Como n é igual a 14 meses, temos J = 280.

Exemplo 3.3. Um capital de R$4.000 rendeu em 1 més a im-

portancia de R$1000 de juros. Calcular a taxa i.
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Solucao:
Como C' = R$4000, e n = 1 (més), e J = C(in), temos:
1 =0,25 = 25% a.m.

Exemplo 3.4. Calcular o capital que, aplicado a taxa de 1% a.m.,
produz em 1 ano e 1 més, juros de R$650.

Solugao:

Como i = 1% a.m., n = 13 e J = R$650, temos:

J = Clin, entao C = R$5000.

Definicao 3.3. Duas taxas s@o denominadas de proporcionais,
quando seus valores formam uma propor¢ao com 0s seus respec-
tivos periodos de tempo, reduzidos numa mesma unidade. Assim,
sendo teremos:

o2

ni no

Exemplo 3.5. Qual a taxa mensal proporcional a taxa de 24%

a.a.”?

Solucao:
1 )

Como —- = —2, temos:
ni ng

) 4

1 — 22 Portanto:

1 12

19 = 2%a.a.

Definicao 3.4. Duas taxas sao denominadas de equivalentes, quando

aplicadas a um mesmo capital, num mesmo periodo de tempo, pro-

duzem juros iguais.

Exemplo 3.6. Calcular os juros produzidos pelo capital de R$1000:

a) a taxa de 2% a.m., durante 3 meses. b) a taxa de 1,5% a.a.,
durante 4 anos.

Solucao:

Como tanto em a) como em b), J = 60, podemos afirmar que 2%

a.m. & uma taxa equivalente a 1,5% a.a.
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3.3 Juros Compostos

Definicao 3.5. No regime de capitalizacdo composta os juros de
cada periodo sao calculados, conforme é natural, sobre a divida do

infcio desse periodo.

Deste modo, ¢é dito popularmente que os juros compostos sdao cal-
culados da forma "juros sobre juros", ou seja de um periodo de
tempo para o outro calcula-se os juros desde o periodo anterior.
Para esta definicdo se tornar mais clara, vamos tomar alguns ex-

emplos:

Exemplo 3.7. exemplo6 Jeribabel tomou um empréstimo de R$100
a juros de taxa de 10% a.m.. Apos um més a divida de Jeribabel
serd acrescida de 0,1 x 100 = 10 reais de juros (pois J = iC),
passando a 110 reais. Se Jeribabel e seu credor concordarem em
adiar a liquidacao da divida por mais um més, mantida a mesma
taxa de juros, o empréstimo serd quitado, dois meses depois de
contraido, por 121 reais, pois os juros relativos ao segundo més
serao de 0,10 x 110 = 11 reais. Esses juros assim calculados sao

chamados de juros compostos.

Pergunta:

Serd que é possivel generalizar essa idéia para um periodo de, no
caso, n meses?

A resposta € sim, e esta pergunta é a motivagdo para o seguinte

teorema:

Teorema 3.2. No regime de juros compostos de tazxa i, o capital

C, transforma-se, depois de n periodos de tempo, em um montante

M =C(1+)"

Basta observar que os valores do capital crescem a uma taxa con-

stante i e, portanto, formam uma progressao geométrica de razao
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1+ 3

Exemplo 3.8. Um capital de R$2000, foi aplicado a uma taxa de
2% a.m. durante 8 meses. Calcular o montante.

Solucao:

Temos:

C = R$2.000, i = 2% = 0,02 a.m. n = 8 (meses).

Como M = C(1+ )", temos:

M = 2000(1 + 0,02)8 = 2340.

Exemplo 3.9. Durante quanto tempo se deve aplicar um capital
de 3000 reais a uma taxa de 3% a.m., para produzir um montante
de 6000 reais?

Solucao:

Temos:

C = 3000, i = 3% = 0,03 a.m., M = 6000 Como M = C(1+1i)",
temos:

6000 = 3000(1 4 0,03)™,

6 = 3(1+0,03)", deste modo:

logb = log[3 x (1,03)"] = logb = log3+1log(1,03)"™ = logb—1log3 =

n x log(1,03). Assim:

_ logb—log3
= 541,03

= 23,5 meses( valor aproximado).

Como no exemplo passado, sempre que quisermos encontrar n,
devemos lancar mao da func¢do logaritmica. De fato, desde que o
montante é calculado como: M = C(1+ )", n vale:

n = iy desde que i # 1e C #0.

Exemplo 3.10. Um capital de 2000 reais é aplicado a juros com-
postos durante 3 meses, obtendo-se o montante de 4500 reais. Cal-
cule a taxa mensal de aplicacao.

Solugao:

Como C' = 2000, n = 3, e M = 4500; Tem-se:
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4500 = 2000(1 + )3, de modo que
1+1i= (2,25)%, e portanto, i = 0,31 = 31% a. m.

Exemplo 3.11. Uma loja oferece duas op¢des de pagamento:

a) a vista com 30% de desconto.

b) Em duas prestagoes mensais iguais, sem desconto, a primeira
prestacao sendo paga no ato da compra.

Qual a taxa mensal nos juros embutidos nas vendas a prazo?
Solucao:

Vamos fixar o valor do bem em 100. Deste modo, temos duas
opcoes:

Ou pagar 70, ou 50 e no més seguinte mais uma prestacio de
50. Logo na época 0, obtemos: 70 = 50 + 15—_81-, de modo que
1 =1,5=150%. Ou seja a loja cobra 150% ao més nas vendas a

prazo.

3.4 Capitalizagao e Amortizacao

Quando queremos constituir um capital, para aquisicdo de um bem
qualquer, devemos depositar periodicamente uma quantia fixa, em
uma instituicao financeira. Este exemplo é de capitalizagdo. Por
amortizagao entendemos a acao de pagar uma divida, em épocas
distintas. A sucessdo de pagamentos para constituir um capital
ou para amortizar uma divida é denominada de renda. As rendas
podem ser classificadas da seguinte forma:

a) quanto ao prazo:

As rendas sdo denominadas temporarias quando o niimero de ter-
mos

ou parcelas é finito e perpétuas quando o ntimero de termos é in-
finito.

b) quanto a periodicidade:
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As rendas sao denominadas periédicas quando o intervalo de tempo
entre dois pagamentos consecutivos sao iguais e nao periédicas
quando esses intervalos sdo diferentes.

¢) quanto ao valor dos termos:

As rendas sdo consideradas constantes quando todos os pagamen-
tos sdo iguais. Em caso contrario, ou seja, quando os pagamentos

sao diferentes entre si, sdo chamadas de rendas varidveis.

Teorema 3.3. O walor de uma série uniforme de n pagamentos
wguais a P, um tempo antes do primeiro pagamento , €, sendo i a

taza de juros, igual a
1— (14"
A= pﬂ

]

O valor da série na época 0, é:

A= + + ot : d
1 i (1 2)2 (1 2)3 (1 Z)n, que € a soma dos

n termos de uma progressao geométrica, de modo que
P 1= (gy)" _pl-(tin
Cl+i1-(dh) '
O corolario seguinte trata do valor de uma renda perpétua. Ren-

7

das perpétuas aparecem em locagdes. Com efeito, quando se aluga
um bem, cede-se a posse do mesmo em troca de um aluguel, dig-
amos, mensal. Entdo, o conjunto dos aluguéis constitui uma renda

perpétua.

Corolario 3.1. O walor de uwma perpetuidade de termos iguais a
P, com um tempo antes do primeiro pagamento,é , sendo i a taza

; ; P
de juros, igual a = .
Demonstracao
Basta fazer n tender a infinito no teorema.

Exemplo 3.12. Um bem, cujo prego a vista ¢ de 120 reais, ¢

vendido em 8 prestacoes mensais iguais, a primeira sendo paga um
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meés apdos a compra. Se os juros sao de 8% ao més, determine o
valor das prestacoes.

Solucao:

Igualando os valores na época 0, obtemos:

120 = Pl_(ﬁ%, de modo que P = 20,88 é o valor das
prestacoes.

Quando um banco empresta dinheiro, o tomador do empréstimo
emite uma promisséria, que é um papel no qual o tomador se com-
promete a pagar ao banco, em uma data fixada, uma certa quantia,
em uma certa data, chamada de promisséria. O banco entao de-
sconta a promisséria para o cliente, isto é, recebe a promisséria de
valor F e entrega ao cliente uma quantia A. A diferenca F' — A ¢é
chamada de desconto.

Os bancos efetuam o desconto de acordo com a féormula A = F(1—
dt), onde d é uma taxa fixada pelo banco, chamada de taxa de

desconto bancério, e t é o prazo da operagao.

Exemplo 3.13. Lucrécio desconta uma promisséria de valor igual
a 100 reais, com vencimento em 60 dias, cuja a taxa de desconto é
de 12% a.m. Pergunta-se:

a) Quanto Lucrécio recebera?

b)Qual é a taxa mensal de juros que Lucrécio esta pagando?
Solucao:

a) A= F(1—dt)=100(1—-0,12 x 2) = 76.

Portanto Lucrécio receberd 76, para pagar 100 em 2 meses.

é o valor das prestacdes.

b) Seja i a taxa mensal de juros, deste modo temos: 100 = 76(i +
1)2, portanto i = 14, 7%.

Quando se paga parceladamente um débito, cada pagamento tem
uma dupla finalidade: uma parte do pagamento quita os juros e

outra amortiza(abate) a divida.
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Os sistemas usuais de amortizacao sao o sistema de amortizacao 3
constante (SAC) e o sistema chamado de Tabela Price.
Denotamos por Ay, Ji. e Dj. a parcela de amortizacao, a parcela de

juros, a prestacao e o estado da divida na época k, respectivamente.

Teorema 3.4. No SAC, sendo n o nimero de pagamentose i a

taxza de juros, tem-se:

Ap =20 pp =200k ;b — Dy, e Po= A+ J.

n ’ n 4

Demonstragao
Se a divida Dg é amortizada em n quotas iguais, cada quota é igual
a Ap = %. O estado da divida ap6s k amortizacoes, é:
_ Do _ Do(n—k)
Dy =Dy — k52 =——.

n
Exemplo 3.14. Calcule o valor de uma divida que pode ser amor-
tizada em 6 prestacoes mensais de 120 reais cada uma, sendol%
a.m. a taxa de juros?

Solucao:

P =120, Dy = Agn, i = 1%a.m. = 0,0la.m., n =6

Logo Do = 120 x 5,79548 = 695,46 (valor aproximado).

Exemplo 3.15. Qual o valor da prestacao mensal para amortizar,

com 6 prestagoes, um empréstimo de 3000 reais a juros de 2% a.m.?

Solucao:
Dy = Agn, i = 2%a.m. = 0,02a.m., n = 6, Dy = 3000,assim,
P = DOW = 535, 58 (valor aproximado).

3.5 Conclusao

Nesta aula, apresentamos alguns conceitos de matemaética finan-
ceira, dando énfase a juros simples e compostos. Vimos que este
ultimo aparece de forma natural e deve ser visto como uma pro-

gressdo geométrica. Trabalhamos alguns exercicios e conhecemos
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alguns resultados acerca de amortizacoes. Tendo este conheci-
mento, vocé, aluno serd capaz de reconhecer estruturas aritméti-
cas que envolvem problemas de capitalizacao do cotidiano, e estara
apto a vir a ensinar sobre tal contetido no ensino médio e em cursos

técnicos.

RESUMO

Chamamos de juros simples a remuneracao de um capital
(C) aplicado a uma taxa (i), por um periodo de tempo de-

terminado (n). Neste caso M = C(1 +in)

Duas taxas sdo denominadas de proporcionais, quando seus
valores formam uma proporc¢ao com os seus respectivos perio-

dos de tempo, reduzidos numa mesma unidade. Assim, sendo

teremos:
11 19
ni na

No regime de capitalizacao composta os juros de cada perfodo
sao calculados, conforme é natural, sobre a divida do inicio

desse periodo.

O capital C, capitalizado no regime de juros compostos de
taxa i transforma-se, depois de n periodos de tempo, em um

montante M = C(1+ )"

O valor de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P,

2

um tempo antes do primeiro pagamento , é, sendo i a taxa
de juros, igual a
1— (144"
A= pﬁ_
i
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No SAC (sistema de amortizagao constante), sendo n o ntimero

de pagamentose i a taxa de juros, tem-se:

Ap=Do pp = DR g p— Dy e Py = Ay + Ji.

PROXIMA AULA

Na préxima aula comecaremos a estudar alguns conceitos em Matemaética

Discreta. O estudo de Matematica discreta esta relacionado a
problemas de contagem, em especial aquelas que envolvem repeticdes

de objetos.

ATIVIDADES

ATIV. 3.1. Verifique graficamente o crescimento do montande
de um capital sendo nele aplicado uma taxa de juros simples e

compostos.

ATIV. 3.2. Um capital de 6000 aplicando durante 2 meses, a

juros simples, rende 2000. Determinar a taxa de juros cobrada.

ATIV. 3.3. Calcular o juro e o montante de uma aplicacao de

10.000 durante 1 ano, a taxa de juros simples de 0, 5%a.m.

ATIV. 3.4. Em quanto tempo um capital colocado a 0,4% a.m.,

rende % do seu valor?

ATIV. 3.5. Joao colocou 10.000 em um banco, a juros compostos
de 8% a.a., capitalizados anualmente. Ao final de 2 anos obteve

juros no valor de?

ATIV. 3.6. Para um capital de 200,00. Calcule o montante em
cada caso: a) n = 15 meses e i = 24% a.a. b) n = 18 meses e

i =T2% a.a.
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ATIV. 3.7. Paguei 10 prestacoes de R$150 num financiamento

feito a base de 1% a.m. Qual o valor da divida amortizada?

ATIV. 3.8. Comprei uma geladeira que & vista sairia por 1200
reais, pagando em 6 prestagtes mensais de 221,52 reais. Qual foi

a taxa mensal de juros cobrada no financiamento?
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