AULA

Introducao a Combinatoria,
Parte 1

4.1 Introducao

Nesta aula aprenderemos a resolver alguns problemas fazendo uso,
inicialmente, dos principios aditivo e multiplicativo. A partir deles
introduziremos conceitos de permutacoes, arranjos e combinacoes
de objetos diferentes, ferramentas tdteis para a solucdo de muitos
problemas de contagem. Nosso objetivo é mostrar que as formulas
de combinacao, permutagao e arranjos, que vocé aluno, ja conhece,
pode ser derivada dos principios aditivo e multiplicativo. Veremos
também varios exemplos de provas bijetivas combinatoriais, sendo
esta uma poderosa ferramenta para encontrar resultados em com-
binatéria.

Os exemplos a seguir ilustram os principios aditivo e multiplica-
tivo, que definiremos formalmente no final da secao seguinte, em

conjunto com suas respectivas generalizagoes.

4.2 Pricipio Aditivo e Multiplicativo

Exemplo 4.1. Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes
e 2 pecas de teatro e que Juventino tenha dinheiro para assistir
a apenas 1 evento. Quanto sdo os programas que Juventino pode
fazer?

Solucao:
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Se Juventino tem dinheiro para assistir apenas 1 evento, entao ou
ele assiste ao Filme 1 ou ao Filme 2, ou ao Filme 3, ou & Peca 1,
ou & Peca 2. Portanto ha 5 programas diferentes que Juventino

pode fazer.

Exemplo 4.2. Se no exemplo passado, Juventino tiver dinheiro
para assistir a um filme e a uma peca de teatro, quantos sao os
programas que ele pode fazer?

Solucao:

Vamos enumerar os casos possiveis:

Filme 1 e Peca 1
Filme 1 e Peca 2
Filme 2 e Peca 1
Filme 2 e Peca 2
Filme 3 e Peca 1

Filme 3 e Peca 2

Portanto, Juventino poderd escolher dentre 6 programas diferentes,

se optar por assistir um filme e uma peca.

Exemplo 4.3. Numa confeitaria, ha 5 sabores de picolés e 3 sa-
bores de salgados. Suponha que Jenoveva s6 tenha permissdo para
tomar um picolé ou comer um salgado. Quantos sao os possiveis
pedidos que Jenoveva pode fazer?

Solucao:

Jenoveva pode escolher 1 sabor de picolé entre os 5 possiveis ou 1
salgado entre os 3 possiveis. De modo que os pedidos diferentes

que Jenoveva pode fazer sdo 8.
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Exemplo 4.4. Suponha que George va a confeitaria com Jenoveva
e possa tomar um picolé e comer um salgado. Quantos pedidos
diferentes George pode fazer?

Solucao:

Vamos enumerar os casos possiveis, sendo S = salgado e P =

picolé.

SleP1
S2 e Pl
S3ePl

SleP 2
S2 e P2
S3 e P2

S1eP3
S2 e P3
S3eP3

SleP4
S2 e P4
S3 e P4

S1eP5
S2 e P5
S3eP5

Portanto ha 15 pedidos possiveis para George.

Os exemplos 1 e 3 obedecem a um mesmo principoi basico que
chamamos de principio aditivo: Se A e B sdo dois conjuntos dis-
juntos (AN B = () com respectivamente, p e ¢ elementos, entao
AU B possui p + ¢ elementos.

No exemplo 1 podemos identificar os conjuntos:
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A = {z|x é um filme} = {F1,F2,F3}, e
B = {yly é uma peca} = {P1, P2},
donde AU B = {z|x é um filme ou uma peca de teatro}.

Os Exemplos 2 e 4 obedecem a um outro principio bésico de con-
tagem que chamamos de principio multiplicativo: Se um evento A
pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada uma dessas
m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer
de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o
evento A seguido do evento B é m.n. Em linguagem de conjuntos,
se A é um conjunto com m elementos e B é um conjunto com n
elementos, entdo o conjunto A x B dos pares (a,b), tais que a € A

e b € B, tem cardinalidade m.n.

No exemplo 2, podemos tomar como evento A a escolha do Filme
(que sdo 3) e como evento B a escolha da peca de teatro (que sao
2). Portanto, Carlos pode escolher um filme e uma peca de teatro

de 3.2 = 6 , maneiras.

Tanto o principio aditivo quanto o multiplicativo podem ser esten-

didos para um numero finito qualquer de conjuntos.

Definicao 4.1. Extensao do principio aditivo Se A1, Ao, ..., A,

sao conjuntos, disjuntos 2 a 2, e se A; possui a; elementos, entao
n

a unido U, A; possui E a; elementos .
i=1

Definigao 4.2. Extensao do principio multiplicativo Se um

evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, parai = 1,2,3, ...

entao esses n eventos podem ocorrer, em sucessao de mi.ma...my
maneiras diferentes, ou seja A; € um conjunto com cardinalidades
m;, entdo o produto cartesiano

A; x Ay x x... x A, tem exatamente mi.ms...m, elementos.
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4.3 Aplicacoes dos principios Aditivo e Mul-
tiplicativo

Exemplo 4.5. De quantas maneiras podemos dar 2 prémios a
uma classe com 10 rapazes, se é permitido que ambos sejam dados
a um mesmo rapaz?

Solugao:

O primeiro prémio pode ser dado de 10 maneiras e o segundo
prémio pode ser dado também de 10 maneiras. Portanto, pelo

principio multiplicativo temos 10 x 10 = 100 maneiras.

Exemplo 4.6. De quantas maneiras podemos dar 2 prémios a
uma classe com 10 rapazes, se ndao é permitido que ambos sejam
dados a um mesmo rapaz?

Solucao:

O primeiro prémio pode ser dado de 10 maneiras e o segundo
prémio pode ser dado também de apenas 9 maneiras. De modo,

que pelo principio multiplicativo temos 10 x 9 = 90 maneiras.

Exemplo 4.7. De quantas maneiras 2 pessoas podem estacionar
seus carros numa garagem com 6 vagas?

Solucao:

A primeira pessoa pode estacionar de 6 maneiras, restando apenas
5 vagas para a segunda, de modo que tem-se 6.5 = 30 maneiras de

duas pessoas estacionarem nesta garagem.

Exemplo 4.8. Quantos sdo os anagramas de duas letras diferentes
que podemos formar com um alfabetos de 23 letras?

Solucao:

A primeira letra pode ser escolhida de 23 maneiras e, como as
letras devem ser diferentes, restam 22 possibilidades para escolher
a segunda. Portanto, h4 23.22 = 506 anagramas de duas letras

diferentes.
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Exemplo 4.9. Quantos sao os numeros que podemos formar com
todos os digitos 1,1,1,1,1,1,1,2 e 37

Solucao:

Se primeiramente colocarmos todos os digitos 1’s deixando espagos
entre eles, teremos:

-—1--1--1--1--1--1--1--

Podemos perceber que hé 8 espacos nos quais podem ser colocados
os digitos 2 e 3, e supondo que colocarmos um digito em algum
espaco, teremos 9 possibilitades, como por exemplo:
-—1--1--2--1--1--1--1—--1—-—.

De modo que ha 8.9 = 72 numeros formados com os 9 digitos.

4.4 Permutacoes Simples

Definigao 4.3. Um permutacao de n objetos distintos é qualquer
agrupamento ordenado desses objetos, de modo que, se denomin-
armos P, o nimero de permutacoes simples dos n objetos, entao:
P, =nl.

Definimos Py = 0! = 1.

Exemplo 4.10. Considerando os digitos 1,2,3,4 e 5, quantos niimeros

de 2

algarismos distintos podem ser formados?

Solucao:

Temos duas posi¢oes para preencher: P; P, Temos 5 possibilidades
para P e como nao ha repetigoes teremos: 5x4 = 20 possibilidades

para formar 2 algarismos distintos com os 5 disponiveis.

Exemplo 4.11. Quantos sao os subconjuntos de A = {1,2,3,4,5},
com 2 elementos?
Solucao:

Vamos listar os subconjuntos:
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{1,2},{1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5},{4,5}. 4
Deste modo ha 10 possibilidades. A diferenca entre este exemplo
e o anterior é que, por exemplo, o algaristo 23 é diferente de 32,
porém quando se trata de conjuntos, {1,2} = {2,1}, de modo que

temos a metade tas possibilidades do exemplo anterior.

Exemplo 4.12. De quantas maneiras 5 pessoas podem se sentar
em 5 cadeiras?
Solucao:

As 5 pessoas podem se sentar de P; = 5! maneiras distintas.

RESUMO

Extensao do principio aditivo Se Aq, Ao, ..., A, sdo con-

juntos, disjuntos 2 a 2, e se A; possui a; elementos, entdo a
n

unidao U, A; possui E a; elementos.
i=1

Extensao do principio multiplicativo Se um evento A;
pode ocorrer de m; maneiras diferentes, parat = 1,2,3,...,n,
entdo esses n eventos podem ocorrer, em sucessao de my.ms...my,
maneiras diferentes, ou seja A; é um conjunto com cardinal-
idades m;, entdo o produto cartesiano Ay X As X X... X A,

tem exatamente my.ms...m,, elementos.

Um permutacdo de n objetos distintos é qualquer agrupa-
mento ordenado desses objetos, de modo que, se denomin-
armos P, o ntmero de permutagoes simples dos n objetos,

entao:

P, =nl
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PROXIMA AULA

Seguindo ainda em combinatéria, na proxima aula trabalharemos

com arranjos com repeticao, e combinagoes, sendo que estas definicGes
podem ser obtidas como consequéncia dos principios aditivos e

multiplicativos que vimos aqui. ..

ATIVIDADES
t ATIV. 4.1. Um nome de uma varidvel na linguagem fortran é
uma sequéncia que tem no méximo 6 caracteres, tal que o primeiro

caracter é uma letra do alfabeto e o restante sdo letras ou nimeros.

Encontre o niimero de variaveis nessa linguagem.

ATIV. 4.2. Seja X o conjunto de todos os polindémios de grau 4
em uma variavel t, tal que os seus coeficientes sejam inteiros nao

negativos. Qual é a cardinalidade de X7

Quantos ntimeros de telefone é possivel se ter com 9 digitos , sendo

que o primeiro e o segundo nao se repetem?

ATIV. 4.3. Considere 3 vogais (incluindo o A) e 7 consoantes
(incluindo o B):

a) Quantosanagramasdeb letras diferentes podem ser formados com
3 consoantese 2 vogais?

Considerando os anagramas do item a), responda:

b) Quantos contém a letra B?

¢) Quantos comegam com o B?

d) Quantos comecam com o A?

e) Quantos comegam com o A econtém o B?

ATIV. 4.4. O codigo Morse usa duas letras, traco e ponto, e as
palavras tem de 1 a 4 letras. Quantas sao as palavras do codigo

Morse?
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