AULA

Introducao a Combinatoéria,
Parte 11

5.1 Introducao

Vamos a segunda parte no nosso estudo de combinatoéria. Nesta
aula vamos trabalhar os conceitos de arranjos e combinacoes. Como
veremos, um arranjo de n elementos dispostos k a k é definido como
o namero de k-uplas geradas com n elementos, ao passo que uma
combinacao de n tomada k a k é o nimero de subconjuntos de k
elementos de um conjunto de n elementos. Vocé, aluno devera com-
preender estes simples conceitos nao apenas como férmulas para
se resolver de forma "mégica"problemas de contagem, para que no
futuro, vocé possa resolver tais problemas simplesmente utilizando

o bom senso.

5.2 Arranjos simples

Definicao 5.1. Arranjos simples de n elementos tomados k a k,
onde k > 1 e k € um nimero natural tal que p < n, sao todos os
grupos de k elementos distintos, que diferem entre si pela ordem e
pela natureza dos k elementos que compoem cada grupo. Notagao

Ak,

Vamos tentar encontrar uma expressao matemaética que caracterize

AF “usando o principio multiplicativo.
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Temos n elementos dos quais queremos tomar k. Este é um prob-
lema equivalente a termos n objetos com os quais queremos preencher
k lugares.

Ly Ly L3 .. L

O primeiro lugar pode ser preenchido de n maneiras diferentes.
Tendo preenchido Li, restam (n—1) objetos e, portanto, o segundo
lugar pode ser preenchido de (n — 1) maneiras diferentes. Apos o
preenchimento de Ly, h& (n — 2) maneiras de se preencher Lj e,
assim (n — (k — 1)) maneiras diferentes de ser preenchido. Pelo
principio multiplicativo, podemos dizer que as k posi¢oes podem
ser preenchidas sucessivamente de n(n — 1)(n — 2)...(n — (k — 1))
maneiras. Portanto

AF =nn—-1)(n—2)...(n — (k- 1)).

Sabemos que uma igualdade nao se altera se multiplicarmos e di-

vidirmos por um mesmo valor, entao:

Ak mn—1)n—=2)...(n—(k=1)|(n—k)(n —k —1)...2.1]
" (n—k)(n—k—-1)..2.1 ’
podendo ser simplificada para:

n!
Ak =
" (n—k)!
Exemplo 5.1. Quantos anagramas de 2 letras diferentes podemos

formar com um alfabeto de 23 letras?

Solucao:

A%, = Bl =23.22 = 506

Exemplo 5.2. Considerando os digitos 1, 2, 3, 4, 5, quantos nimeros
de 2 algarismos diferentes podem ser formados?

Solucao:

A2 —

@
Il
o
o
Il
[\
(an}



CESAD AULA

Exemplo 5.3. Considere os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, quantos niimeros 5
distintos superiores a 100 e inferiores a 1000 podemos formar, se:
a) o namero é par?

b)o namero é impar?

¢)o namero ¢ par ou impar?

Solucao:

Os numeros a serem cosiderados tem 3 digitos, o que equivale a
pensarmos que ha 3 posicoes a serem preenchidas, pois queremos
um numero <1000.

PPy Ps

Em a), queremos que o nimero Py P, P seja par, para tal P3 tem
que ser 2 ou 4. Deste modo temos que cumprir a restricao em
primeiro lugar, de modo que, para o preenchimeto de P3 temos

duas maneiras:

)PPy 2
ii) PP 4.

Para as posigoes P e P5 temos a disposicao os algarismos 1,3,4,5
para i) e 1,2.3/4 para ii). Assim teremos

A2 = ‘21—5 = 4.3 = 12 maneiras diferentes para preencher as posicoes
P, e P, para cada item.

Como ha duas possibilidades para P3 (2 ou 4), temos:

2Ai = 2‘21—% = 2.4.3 = 24 maneiras diferentes de preencher 3 posicoes,
isto é ha 24 nameros pares superiores a 100 e inferiores a 1000, for-
mados com os algarismos distintos no conjunto {1,2,3,4,5}.

Em b) o raciocinio ¢ andlogo, e no caso, se o nimero P} P, P3 ¢ im-

par, P; terd que ser 1 ou 5. Deste modo teremos as possibilidades:

PPy 1
ii") PP, 3
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iii") PPy 5.

Como em a) temos tanto para i’), ii’) e iii’) A% possibilidades para
P, e Py. Portanto teremos 3Ai = 3‘21—: = 3.4.3 = 36 maneiras
diferentes de preencher 3 posicoes, com estas restricdes, ou seja
teremos 3A?1 nimeros impares superiores a 100 e inferiores a 1000,
formados com os algarismos distintos no conjunto {1,2,3,4,5}.
Para a letra ¢), os nimeros podem ser pares ou impares, entao,
pelo principio aditivo, temos:

2A% 4+ 342 = 5A% = 60 ntimeros superiores a 100 e inferiores a

1000 respeitando as restrigdes dadas.

5.3 Combinacgoes simples

Definicao 5.2. Uma combinacao simples de n elementos tomados
k a k, onde n > 1 e k é& um ntmero natural, tal que £k < n, é o
nimero de subconjuntos com k elementos que se possa obter de
conjunto com n elementos. Notagao: C’T’j = (Z) (le-se combinagao

de nk a k). Se k> n, k e n inteiros, define-se: (}) =0

Como em um conjunto a ordem dos elementos ndo importa, pode-
mos definir uma combinagio simples de n elementos, tomados k a
k, onde k < n, como sendo todas as escolhas ndo ordenadas de k
desses n elementos.

Vimos na segdo anterior que o nimero de arranjos simples de n ele-
mentos tomados k a k é igual ao niimero de maneiras de preencher

k lugares com n elementos disponivies, de modo que obtivemos a

formula:
Ak n!
" (n—k)!

Nosso objetivo é encontrar uma féormula anédloga a esta para o
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nimero de combinacgoes de n tomado k a k.

O ntmero de arranjos simples de n elementos tomados k a k, A%,
pode ser interpretado como o nimero de agrupamentos que diferem
entre si pela natureza e pela ordem de colocacao dos elementos no
agrupamento, isto €, importa quem participa e o lugar que ocupa.
Porém, quando consideramos combinacgoes simples de n elemen-
tos tomados k a k, temos subconjuntos de k elementos, tomados
dentre n elementos disponiveis, que diferem entre si apenas pela
natureza dos elementos, isto é, importa somente quem participa
do subconjuto. Para ilustrar o fato, o conjunto {a, b, c} é o mesmo
de {a,c,b}.

Deste modo, podemos dizer que o numero de subconjuntos, no
caso, equivale ao ntimero deescolhas que se possa fazer de k algar-

ismos dentre os n algarismos possiveis, de modo que

ny A]rcL . ’I’l' . 1 ~o.
() =%= H(n — k)0 e assim vale a equagao:
Ak =KI()),

isto é, o arranjo de n elementos tomados k a k pode ser calculado
a partir de uma escolha de determinados objetos, considerando-se

para cada escolha a permutacao desses objetos.

Exemplo 5.4. Quantos sdo os anagramas formados por 2 vogais
e 3 consoantes escolhodas dentre 18 consoantes e 5 vogais?
Solucao:

A escolha de vogais pode se dar de (g) maneiras diferentes. A

138) maneiras diferentes.

escolha das consoantes pode se dar de (
Portanto, o ntimero de anagramas com 2 vogais e 3 consoantes
serd dado por:

(5) (5)5! = s giis! = 979200.

Exemplo 5.5. Quantos s3o os anagramas da palavra UNIFORMES
comecgam por consoante e terminam com vogal?

Solugao:
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A palavra UNIFORMES possui 4 vogais e 5 consoantes. De-
vemos escolher 1 consoante para comecar a palavra e 1 volgal
para termind-la. Isto pode ser feito, respectivamente, de (?) e
(111) maneiras diferentes. As outras 7 letras podem ocupar qualquer
uma das 7 posigoes ¢ isto se da de 7! maneiras diferentes. Portanto,
(?) (11) 7! = 5.4.7! = 100800 é o nimero de anagramas da palavra
UNIFORMES que comecam por consoante e terminam por vogal.
Exemplo 5.6. Quantos tridngulos diferentes podem ser tragados
utilizando-se 14 pontos de um plano, ndo havendo 3 pontos alin-
hados?

Solucao:

Como nao ha 3 pontos alinhados, basta escolhermos 3 pontos den-

tre os 14 para tracarmos um tridngulo. Deste forma, podemos

tracar
(134) = 5 = 364 triangulos diferentes.

5.4 Combinacoes Complementares

Consideremos n objetos distintos. O ntumero de maneiras de escol-
hermos k objetos é idéntico ao nimero de maneiras de escolhermos
(n — k) objetos, pois, se dos n objetos tirarmos (n — k), sobram
k. Logo, (3) = (,,”1), onde (,,",) ¢ chamada combinag¢do comple-

mentar de (2) )

Exemplo 5.7. De quantas maneiras diferentes podemos arrumar
em fila 5 sinais (—) e 7 sinais (/)?

Solucao:

Podemos considerar o problema como equivalente ao de se ter 12
lugares para serem preenchidos com 5 sinais (—) e 7 sinais (/).
Neste caso, tanto faz escolhermos 5 lugares dentre os 12 para colo-

carmos os sinais (—) e nos que sobrarem colocarmos os 7 sinais
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(/) ou escolhermos 7 lugares dentre os 12 para colocarmos os

sinais (/) e nos que sobrarem colocarmos os sinais (—), visto que
12
(5) =

em fila 5 sinais (—) e 7 sinais (/).

(172)5}!—27!! = 792. Portanto ha 792 maneiras de arrumarmos

Exemplo 5.8. Quantas diagonais possui um poligono regular de
n lados?

Solucao:

Vamos denominar os n vértices por A, B, C, .... Tomemos o vértice
A no poligono, por exemplo e vamos tragar as diagonais.

De maneira como os vértices sdo dispostos na figura acima, néo
podemos ligar A a B e nem A a E pois teriamos lados e nao di-
agonais. Entretanto, A pode ser ligado a qualquer um dos 3 lados
(= n — 3) vértices restantes. O ntimero de maneiras de tragarmos
estas diagonais é escolher 1 dentre os (n—3) vértices restantes, isto
é, ("13) Como ha n vértices e para cada um deles héa (”13) dev-
eria ser o niimero de diagonais do poligono. Entretanto, estamos
contando, por exemplo, a diagonal entre os vértices A e C, duas
vezes, quando o vértice considerado é o A e quando o outro vértice
considerado é o C. Devemos entao dividir este resultado por 2.
Portanto, um poligono regular de n lados possui:

(") =3 n(

5 D) (n_4)! = 2 lagonals.

Exemplo 5.9. De quantas maneiras pode-se escolher 3 ntimeros
naturais distintosde 1 a 30,de modo que a soma dos niimeros es-
colhidos seja par?

Solucao:
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Sejam

A=1{1,2,3,..,30},

Ay ={z € Alx é par} = {2,4,6, ..., 30},
Ag = {z € Alz é impar} = {1,3,5,...,29}.

Portanto, n(A;) = 15 e n(Az) = 15. Para obtermos soma par de

3 nameros escolhidos dentre os elementos de A, podemos escolher:

15

3) maneiras, ou

a) 3 numeros de A1, que podem ser feito de (

b) 2 nameros de Ay e Intamero de Aj, o que pode ser feito de

(125) (125) maneiras.

De modo que, ha (135) + (125) (115) = 2030 maneiras de se escolher 3

numeros distintos de 1 a 30 de modo que a soma deles seja par.

5.5 Conclusao

Na aula passada introduzimos dois principios muito importantes:
o aditivo e multiplicativo. A partir destes, comecamos a obter
formulas para combinagoes e arranjos para resolver problemas de
contagem onde repeti¢des de objetos ndo sdo permitidas. Embora
novas férmulas foram fornecidas, vocé aluno, deve observar que
resolver problemas de contagem deste tipo é mais do que simples
aplicagoes de férmulas, é necessario que vocé use o bom senso e

lance mao de diagramas e exemplos se forem necessarios para tais.

RESUMO

Arranjos simples

Arranjos simples de n elementos tomados k a k, A%,
onde k > 1 e k é um numero natural tal que p < n, sdo

todos os grupos de k elementos distintos, que diferem
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entre si pela ordem e pela natureza dos k elementos
n!

que compoem cada grupo. A,’i = W
n—k)!

Combinagoes simples

Uma combinacao simples de n elementos tomados k a
k, onde n > 1 e k & um namero natural, tal que k < n,
¢ o nimero de subconjuntos com k elementos que se
possa obter de conjunto com n elementos. Notacao:

Ck = (}) (1e-se combinacdo denk ak). Sek >n, ken
n!

inteiros, define-se: (Z) = 0. No caso, (Z) = m

Combinacgoes complementares

Consideremos n objetos distintos. O nimero de maneiras
de escolhermos k objetos é idéntico ao niimero de maneiras
de escolhermos (n — k) objetos, pois, se dos n objetos
tirarmos (n — k), sobram k. Logo, (}) = (,,";), onde

(nﬁk) ¢ chamada combinacao complementar de (Z)

PROXIMA AULA

Na proxima aula trabalharemos com aplicacoes dos principios adi-
tivo e multiplicativo, para resolver problemas como: encontrar as
solucoes inteiras de equagoes lineares com coeficientes unitarios, e
outros problemas de contagem que envolvem combinacgoes e per-

mutagoes.
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ATIVIDADES

ATIV. 5.1. Prove as identidades:

a)k(;) =n(; 1)

b) g (1) = s (k)

ATIV. 5.2. Dados 15 objetos, quantas sdo as combinagoes que
podem ser feitas com 4 dessesobjetos, se as combinagoes:

a) contém um determinado objeto?

b) nao contém o objeto considerado?

ATIV. 5.3. Determine o valor de n se:

a) A2 =172

b)AL = 4242,

c) 4A2 = A3 .

ATITV. 5.4. Sdo dadosos pontos A, B,C e D sobre uma reta m ¢
A, F, G, H e I sobre uma reta n, distinta de m. Quantos tridngulos

podemser formados unindo-se estes pontos?

ATIV. 5.5. De quantas maneiras 3 americanos, 4 franceses e 3
belgas podem sentar em fila, de modo que os de mesma nacionali-

dade sentem juntos?
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