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Introducao a Combinatoéria-
Aplicacoes,
parte 11

7.1 Introducao

Nesta aula vamos estudar aplicacoes um pouco diferentes das da
aula passada. No caso estudaremos arranjos com repeticdao, per-
mutagoes circulares e o principal: compreenderemos algumas pro-
priedades importantes sobre coeficientes binomiais. Forneceremos
algumas provas bijetivas combinatorias acerca de alguns proble-
mas. Estas provas sdo muito importantes pois conseguem fornecer
argumentos apenas usando o "bom senso", sem necessitar de con-
strugoes mais arrojadas. Por este motivo estas tais provas combi-
natoérias conseguem fornecer argumentos para certas demonstragoes
que uma prova formal, no sentido da andlise, por exemplo, nao

conseguiria.

7.2 Arranjos com repeticao

Na aula 5, vimos que o nimero de arranjos simples de n elementos
tomados k a k é dado por:

AF =nn—-1)(n—-2)...(n —k+1).

Este nimero conta todas as possiveis maneiras de se retirar, de um
conjunto de elementos distintos k elementos, levando-se em conta a

ordem dos elementos. O que é equivalente ao niimero de maneiras
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de se enfileirar k pessoas em n lugares possiveis.
Caso repeticdes sejam permitidas, o principio multiplicativo nos
diz que o nimero total de maneiras de se retirar, levando-se em

conta a ordem, k dos n objetos, distintos ou nao, é igual a
ARF = nk,

uma vez que o primeiro elemento pode ser retirado de n maneiras,
o segundo também de n maneiras, e assim sucessivamente, até que

o0 k-ésimo seja escolhido.

Exemplo 7.1. Quantos niimeros de telefone celular com 8 digitos

é possivel se ter, sabendo que o primeiro digito dever ser 8 ou 97
Solucao:
Considerando os 10 digitos possiveis em 7 lugares AR], = 107

telefones diferentes fixando 1 nimero, 8 ou 9. Logo, pelo principio

multiplicativo, temos o total de
2AR], = 20000000,

telefones possiveis.

Exemplo 7.2. Qual o total de placas de carro que podem ser
feitas constando de 7 simbolos, sendo os 3 primeiros constituidos
por letras e os 4 Gltimos por digitos?

Solucao:

Considerando-se o alfabetos com 26 letras, podemos escolher as 3
letras de AR3; = 26° maneiras diferentes e os digitos de AR}, =
10* formas diferentes. Logo, pelo principio multiplicativo, temos o
total de

AR3s AR, = 175760000,

placas possiveis que poderao ser feitas.
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7.3 Permutacoes Circulares :

Nosso objetivo, agora, é contar o niimero de maneiras de se ordenar
n objetos distintos em torno de um circulo. Por exemplo, considere
3 objetos a, b, ¢, e coloquemos estes objetos em torno de um

circulo.

Afirmamos serem estas as unicas maneiras decolocarmos estes 3
objetos em torno de um circulo. Isto porque cosideramos idénticas
duas distribuicoes quando uma pode ser obtida a partir da outra
por uma simples rotacdo. Para melhor esclarecer esta definicio,
consideremos todas as permutacoes simples de a, b e ¢ e coloque-
mos, em torno de um circulo, cada uma delas. Este procedimento
esté ilustrado na figura abaixo.

E facil observar que, as 3 primeiras figuras, bem como as 3 tltimas
podem ser obtidas a partir de outra pro uma simples rotacdo. No
entanto nenhuma das 3 primeiras pode ser obtida, por rotacao, a
partir de nenhuma das 3 dltimas. Logo, existem apenas 2 permu-
tagoes circulares de 3 objetos. Como existem 3! permutacoes de 3

objetos e duas permutagoes circulares, temos que 2 = 3!/3.
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a b
b c a c
c a
A a b c
c b
a b Cc a

E facil notar que se soubermos quantas permutacoes simples distin-
tas geram permutagoes circulares equivalentes, teremos resolvido
o problema. E facil ver que este ntmero é n, pois se ndo consid-
erassemos equivalentes as figuras que podem coincidir por rotagao,

terfamos o total de n!. Logo,
PC, =" =(n-1),

onde PC), denota o nimero de permutagoes circulares de n objetos.

Exemplo 7.3. De quantas maneiras 19 criangas podem dar as
maos para brincar de roda?
Solucao:

Neste caso, basta considerarmos as permutacoes circulares de 19,
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isto ¢, as 19 criangas podem brincar PCi9 = (19 — 1)! = 18!

maneiras.

7.4 Coeficientes Binomiais

Chamamos de bindmio qualquer expressiao da forma a + b, isto
é, a soma de dois simbolos distintos. Estaremos interessados no
célculo dos coeficientes das expansdes de poténcias de a+b. Vamos
considerar, inicialmente, o produto

(a+b)(c+d)(e+ f) = ace+acf + ade+ adf 4+ bce + be f + bde + bdf,
que consiste de oito termos, onde cada termo consiste em 3 letras,
cada uma selecionada de um dos binémios. Pelo principio multi-
plicativo, é claro que o numero total de termos é 23 = 8. Para
o produto (a + b)(c + d)(e + f)(g + h), temos 2* = 16 termos,
cada um consistindo de um produto de 4 letras, cada uma delas
pertencendo a um dos 4 binémios considerados. Por exemplo, acdf
e adeh sao alguns dos 16 termos deste ultimo produto. No caso de
n binémios, temos 2" termos.

Consideremos, agora, o produto
(a+b)(a+b)(a+b)a+b)(a+b)(a+d)

Como temos 64 maneiras de selecionarmos 6 letras, uma de cada
bin6émio, e como todos os binémios sao iguais a (a+b), teremos ter-
mos repetidos. Por exemplo, se tomarmos a letra a nos 4 primeiros
e a letra b nos dois ultimos, termos a*b?, que ira aparecer toda vez
que a letra a for escolhida em exatamente 4 dos bindmios e a le-
tra b nos 2 restantes. Como isto pode ser feito de (Z) maneiras
diferentes, concluimos que o coeficiente de a*b? & (2). Como todo

termo consiste do produto de 6 letras, o termo geral é da forma
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a'd’, onde i + j = 6, ou seja, cada termo ¢ da forma a’b%~%. Como

um termo destes aparece (f) vezes a expansao acima é dada por:

6
6\ . . .
b 6 _ 7 b—z.
(a+ ) Z <z> a'b
=0
No caso geral (a +b)", cada termo serd da forma a’b"~%. Note que
o termo a’b™* ira aparecer para cada escolha da letra a em i dos n
fatores. Como tal escolha pode ser feita de (7:) formas diferentes,

temos que
" /n
(a+0)" = < 4>a2b”_l.
0

Nesta expansao, temos um termo distinto para cada i variando de
0 a n. Logo, sdo n + 1 termos distintos dentre o total de 2".

Na expansao de (a + b)™,

(a+b)" = En: <7Z> b,

=0

denotamos o i-ésimo termo por 741, e, portanto,

T = (aitni,

Exemplo 7.4. Calcule o quarto termo da expansio de (1 + x)8.
Solucao:

Temos aqui,a=1,b=x,n=8ei+1=4. Logoi =3 e

Ty = Ty1 = (5)1%2%3 = 562°.

Exemplo 7.5. Calcule o sexto termo da expansao de (x — 5y)1°.
Solucao:

Neste caso,a =2, b= —by,n=10ei+1=6. Logoi =5 ¢

Te = (*0)a5(—5y)® = —7875002°y°.

Exemplo 7.6. Mostre que:
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2 (0)-(0)+() ()

Como

n
n . .
a -+ p)" = ‘ azbn—z7
@ =3 (")
se tomarmos a = b = 1, o lado esquerdo sera 2", enquanto o lado

direito serd a soma pedida no exercicio.

Exemplo 7.7. Use argumentos combinatérios para mostrar que o

nimero de subconjuntos de um conjunto de n elementos é 2",

(=) () ) -

Solucao:

Seja i um inteiro, ¢ < n, o nimero de subconjuntos com k elementos
de um conjunto contendo n elementos é (Z), variando k de 0 a n
temos a soma

() + () + ().

que é o nimero de subconjuntos de um conjunto contendo n ele-
mentos. Mas sabemos, pelo exercicio anterior que esta soma, vale

2™ o que conclui a demonstracao.

7.5 Conclusao

Nestas duas tltimas aulas vimos importantes aplicacdes como por
exemplo como calcular o namero de solugdes inteiras de equagoes
lineares. O mais importante aqui ndo é memorizar féormulas de
como resolver problemas, mas, utilizar o bom senso para resolver
problemas de contagem. Algumas provas com argumentos combi-
natoérios foram fornecidas, e o0 nosso objetivo aqui é que isto estim-

ule vocé a buscar outras maneiras de resolver problemas de con-
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tagem, utilizando estes métodos desenvolvidos aqui. Concerteza,
os problemas que vocé aluno terd de resolver, talvez nao sejam
idénticos a estes, mas esperamos que vocé perceba estruturas sim-
ilares a estas aqui apresentadas, e as utilize de forma cuidadosa
afim de encontrar respostas pertinentes as questoes apresentadas

pelos seus alunos.

RESUMO

Arranjos com repeticao

O ntimero de arranjos no caso em que repeticoes sejam
permitidas, é igual o nimero total de maneiras de se
retirar, levando-se em conta a ordem, k dos n objetos,

distintos ou nao, que vale

ARE = nk,

onde ARZ denota o niimero de arranjos com repeticao de n tomados
k a k.

Permutacoes circulares

O nimero de permutacoes circulares de n elementos é
igual ao ntimero de maneira de n pessoas se sentarem

em uma mesa circular, e este niumero vale:
_nl _

onde PC, denota o ntiimero de permutagoes circulares

de n objetos.

Permutacoes circulares
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A expansao de (a + b)", é dada por :
b n — an—l.
(a+b) E (Z ) a

1=0

PROXIMA AULA

Na préxima aula, mudaremos o foco e estudaremos alguns elemen-

tos de probabilidade e independéncia de eventos.

ATIVIDADES

ATIV. 7.1. Utilizando o a férmula binomial mostre que (?) =

(nﬁl) Dica: analise a expansao de (a +b)" e (b+ a)™.

ATIV. 7.2. Encontre o niimero de maneiras de r pessoas sentarem

em um grupo de n pessoas em uma mesa circular.

ATIV. 7.3. a)Encontre o namero de solugbes nao negativas da
equacao
a+b+c+d+e=22

b)faca o mesmo, porém com a restri¢do: a e b tem que ser positivos

ATIV. 7.4. Encontre o nimero de solugdes inteiras para a de-

sigualdade a +b+c+d < 11.

ATIV. 7.5. Encontre o de termo geral na expansdao multinomial
de (a+b+c)*

(mn)
(mh)n

ATIV. 7.6. Use argumentos combinatoriais para provar que

¢ um inteiro positivo.

ATIV. 7.7. Demonstrar a seguinte identidade:

() + 0+ () + () = ()
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