AULA

Introducao a teoria da
Probabilidade

8.1 Introducao

Nesta aula vamos estudar um pouco da teoria de probabilidade.
Probabilidade pode ser pensada como a teoria matemética uti-
lizada para se estudar a incerteza oriunda de fenémenos de carater

aleatorio.

Denominamos fendémeno aleatdrio a situacao ou acontecimento cu-
jos resultados nao podem ser previstos com certeza. Por exemplo,
as condi¢oes climaticas do proximo fim de semana nao podem ser
estabelecidas com total acerto. O mesmo pode ser dito da taxa de
inflagao do préoximo més. Veremos que, em situagées como essas,
modelos podem ser estabelecidos para quantificar as incertezas das

diversas ocorréncias.

Trabalharemos também com o conceito de independéncia de even-
tos. Para entendermos este conceito basta observar que em muitas
situacoes praticas, o fenémeno aleatério com o qual trabalhamos
pode ser separado em etapas. A informacdo do que ocorreu em
uma determinada etapa pode ou nao influenciar nas probabilidades
de ocorréncias das etapas sucessivas. Nestes casos, dizemos que
ganhamos informagao e podemos recalcular as probabilidades de
interesse. Essas probabilidades recalculadas recebem o nome de

probabilidade condicional, assunto a ser estudado ainda nesta aula.
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8.2 Probabilidades

Definigao 8.1. Chamamos de espaco amostral o conjunto de to-
dos os resultados possiveis de um certo fendémeno aleatorio, e serd
denotado pela letra 2. Os subconjuntos de w sdo denominados
eventos e representados pelas letras latinas maiasculas A, B, .... O

conjunto vazio, ¢ denotado por (.

A unido de dois eventos A e B, denotada por A U B, representa
a ocorréncia de pelo menos um evento, enquantoa intersec¢ao do
evento A com B, denotada por AN B, é a ocorréncia simultanea

de A e B.

Definicao 8.2. Dois eventos A e B sdo ditos disjuntos ou mutu-
amente exclusivos quando nao tem elementos em comum. Isto é,

AN B =10.

Definicao 8.3. Dizemos que A e B sdo complementares se sua
unido é o espaco amostral e a sua intersecao é vazia. O com-
plementar de A é denotado por A° e temos que AU A° = Q e
ANAc=0.

Vamos considerar probabilidade como sendo uma fungao P que
atribui valores numéricos aos eventos do espago amostral, conforme

a definicao a seguir.

Definicao 8.4. Uma funcao P é denominada probabilidade se sat-
isfaz as condicoes:
i) 0< P(A) <1,VAC
ii) P(Q) = 1;
i) P(U}_,) = iP(AZ-), com os Aj, disjuntos.
i=1

Exemplo 8.1. Qual é a probabilidade de atirar uma moeda para

0 alto e encontrar uma das faces?
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Solugao: 8

Denotamos o evento de se obter cara por C, e coroa por Co. Assim,
P(C) = P(Co) = 3

Exemplo 8.2. Qual é a probabilidade de se lancar um dado e se
obter:

a) a face 17

b) um namero par?

¢) um multiplo de 3?

d) um ntimero menor do que 3?7

e) um quadrado perfeito?

Solucao:

a) Denotamos por 1, o evento de se obter 1 no lancamento de
dados. Entdo P(1) = ¢.

b) agora o evento ¢ A = 2,4,6 com 3 elementos; logo a probabili-
dade procurada serd p(A) = 3/6 = 1/2.

c¢) Considere evento A = 3,6 com 2 elementos; logo a probabilidade
procurada serd p(A4) =2/6 = 1/3.

d)O evento A = 1,2 tem dois elementos. Portanto, p(A) =2/6 =
1/3.

e) Finalmente o evento A é, A = 1,4 com dois elementos. Portanto,
p(A)=2/6=1/3.

Exemplo 8.3. Considere duas turmas de alunos, A e B. Sabendo
que a turma A tem 56 alunos e a turma B 112, e o total de meninas
nas duas turmas é 110, determine a probabilidade de escolhermos
um estudante ao acaso e ele seja do sexo feminino?

Solugao:

Das informacoes da frequéncia relativa, temos:

P(F)=0,654

Agora, digamos que desejamos calcular a probabilidade de uma

pessoa ser escolhida ao acaso, nestas turmas e esta pessoa seja do
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sexo feminino ou seja da turma B. Esta probabilidade pode ser rep-
resentada por P(FUB). Note que se simplesmente somarmos P(F')
e P(B), obtemos uma soma superior a 1. Evidentemente isso nao
pode acontecer, pois o valor da probabilidade pode ser, no max-
imo igual a 1. Nao é dificil perceber que estamos somando alguns
eventos duas vezes, pois ao considerarmos apenas estudantes do
sexo feminino, temos estudantes da turma A bem como da turma
B. Logo F'N B esta incluido em F e B, de modo que precisamos
subtrair P(F N B) da soma para se obter a probabilidade correta.
Deste modo podemos estabelecer a seguinte regra da adi¢ao de

probabilidades.

Teorema 8.1. Sejam A e B eventos do mesmo espago amostral
Q. Entao
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Como consequéncia do teorema acima podemos estabelecer:

Corolario 8.1. Seja A um evento do espaco amostral 2. Entao

P(A) =1 — P(A°).

Demonstragao

Como AU A€ =, temos

1=P(AUA°) = P(A)+ P(A°) — P(AN A°) =
P(A) + P(A°) — 0, portanto

P(A)=1— P(A°).

Exemplo 8.4. Dois processadores Tipos A e B sao colocados em
teste por 10 mil horas. A probabilidade de que um erro de célculo
aconteca em um processador do tipo A é de %, no tipo B, % e em
ambos Wloo' Qual a probabilidade de que:

a) Pelo menos um dos processadores tenha apresentado erro?

b) Nenhum processador tenha apresentado erro?
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c¢) Apenas o processador A tenha apresentado erro?

Solucao:

Denotamos por A e B os eventos em que os processadores dos tipos
A e B apresentam erros. Deste modo, temos:

a) P(AUB) = P(A)+P(B) — P(ANB) = 5 + & — 7055 = 0, 045.
b) Neste caso devemos calcular P(A° N B€), mas pela Lei de Mor-
gan*® temos que A°N B¢ = (AU B)¢, Logo,

P(A°NB°) =P(AUB))=1—-P(AUB) =0,955.

c) Neste caso devemos encontrar a probabilidade de AUB¢, P(AU
B¢) = P(A)— P(AnB) =0,032.

8.3 Probabilidade Condicional e Independén-
cia

Como j4 dissemos na introducgao, a probabilidade condicional refere-
se a probabilidade de um evento A sabendo que um outro evento B
ocorreu e representa-se por P(A|B), que pode ser lida como "prob-
abilidade condicional de A dado B"ou ainda "probabilidade de A

dependente da condicao B". Mais precisamente:

Definicao 8.5. Dados dois eventos A e B, a probabilidade condi-
cional de A dado que B ocorreu é representada por P(A|B) e dada

P(ANB

por
P(A|B) = PT)),P(B) > 0.

Caso P(B) =0, P(A|B) é definido como P(A|B) = P(A).

Exemplo 8.5. Considere a seguinte situagao hipotética. Uma
grande regido de 100 km? contém um aquifero (reservatoério de
dgua) subterraneo com area igual a 2km?, cuja localizacdo ¢ de-

sconhecida. A fim de determinar a posicao do aquifero, perfuragoes
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sao feitas ao acaso. Vamos representar por H o evento de encon-
trar agua. Temos P(H) = 0,02, obtido pelo quociente da &rea
do aquifero pela drea total, onde usamos que o espago amostral é
Q = {regidao de 100Km? }.

Suponha agora que, apés um ano de pesquisas, uma area cerca
de 20km? ja foi amplamente perfurada sem encontrar 4gua e pode
ser descartada para novos furos. Representamos esta informagao
por L. Qual seria agora a probabilidade de um furo, feito ao acaso,
atingir o aquifero? Vamos representar por P(H|I) a probabilidade
desejada. Com a mesma argumentacao utilizada acima, a nova
regido de procura tera area 80km? e portanto P(H|I) = 0,025.
Vamos refazer esses calculos utilizando a féormula da probabilidade
condicional. Para tal, seja B a nova regidao de procura correspon-
dendo a area total inicial menos a parte descartada. Temos que
P(B) = 0,8. O evento H N B representa a ocorréncia de, sem
nenhuma informagao auxiliar, encontrarmos agua num furo feito
na regiao B.

Pelas suposi¢oes iniciais, HNB = H e entdao, P(HNB) = P(H) =

0,02. Entao,
P(HNB) 0,02
P(H|B) = =
(H|B) P(B) 0,8
Exemplo 8.6. Uma moeda honesta é lancada 2 vezes ao acaso.

= 0,025.

Qual a probabilidade condicional de ambos os resultados serem
caras dado que o primeiro lancamento resultou em cara?
Solucao:

P(C|C) =3

Exemplo 8.7. Uma urna contém 10 bolas brancas, 5 bolas amare-
las e 10 bolas pretas. Uma bola é escolhida ao acaso da urna e
verifica-se que nao é preta, qual a probabilidade de ser amarela?
Solucao:

A = a bola selecionada é amarela. B = a bola selecionada é preta.
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P(AnBe 1
PABY) = ————= = —.
Um conceito muito importante é o da independéncia de eventos

que serd abordado logo a seguir.

Definigcao 8.6. Dois eventos A e B sao independentes se a infor-
magao da ocorréncia ou nao de B nao altera a probabilidade da
ocorréncia de A. Isto é,

P(A|B) = P(A), P(B) > 0, ou equivalentemente:

P(ANB)= P(A)P(B).

Nao é dificil verificar que se A é independente de B, entdao B ¢é inde-
pendente de A, e ainda o evento vazio é independente de qualquer

evento.

Exemplo 8.8. Considere o lancamento de um dado honesto. O es-
paco amostral associado e esse experimento é 2 = {1,2,3,4,5,6},
e a cada um dos quais é atribuida probabilidade 1/6. Considere os
eventos: A: o resultado é par; B: o resultado é maior do que 4; C:
o resultado ¢ um maultiplo de 3.

A e B sao eventos independentes? Por que?

Solugao:

Os subconjuntos do espaco amostral associados a esses eventos sao
respectivamente: A = {2,4,6}, B = {5,6} e C = {3,6}. Segue-se
entao que: P(A) =1/2e P(B)= P(C) =1/3. Os eventos A e B
(e tambem os eventos B e C) ocorrerdo simultaneamente quando
o resultado do lancamento for um 6. Segue-se que P(AN B) =
P(BNnC)=1/6.

A comparacao desses valores com os produtos das probabilidades
individuais mostra que A e B sao independentes enquanto que B

e C sao dependentes.

Exemplo 8.9. Uma empresa produz pecas em duas méquinas I e

II, que podem apresentar desajustes com probabilidade 0,05 e 0, 1;
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respectivamente. No inicio do dia de operagao um teste é realizado
e caso a maquina esteja fora de ajuste, ela ficard sem operar nesse
dia passando por revisao técnica. Para cumprir o nivel minimo
de producao pelo menos uma das maquinas deve operar. Vocé
diria que a empresa corre risco de nao cumprir com suas metas de
producao?

Solucgao:

Seja O; o evento da méquina i estar operando, ¢ = 1,2. Pelas
informacoes disponiveis temos P(O;) = 0,95 e P(O2) = 0,9. As-
sumimos a independéncia entre O e O, pois acreditamos que a
eventual falta de ajuste em uma maquina nao interfere no compor-
tamento da outra. Portanto P(O2]|01) = P(O2) = 0,9.

Para Facilitar a notagdo, vamos escrever Q105 para o evento O N
Os.

Para obter o nivel minimo de producao diaria, precisamos ter pelo
menos um méquina operando. Isto corresponde & ocorréncia do
evento 0102 U 0105 U O{0;. Temos,

P(O102U 0,05 U 0{02) = P(O102) + P(0,05) + P(0O{02),
pois as trés realizagoes sao disjuntas. Por exemplo, nao é possivel
as duas maquinas estarem operando evento, 0102 e a0 mesmo
tempo s6 a maquina I operar, evento O105. Dessa forma, conclui-
mos que a probabilidade de manter o nivel minimo de producao
é 0,995. Portanto, a empresa tem alta probabilidade de cumprir

com suas metas de produgao.

RESUMO

Probabilidade

Uma funcao P é denominada probabilidade se satisfaz

as condicgoes:
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i)0<P(A) <1,VACQ,

i) P(Q) = 1;

iil) P(U}_,) = ZP(AZ-), com os Aj, disjuntos.
i=1

Soma das probabilidades

Sejam A e B eventos do mesmo espaco amostral €.

Entao

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Probabilidade condicional

Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional

de A dado que B ocorreu é representada por P(A|B) e

dada por
_ P(ANB)
PAIB) = =5 P(B) > 0.
Caso P(B) = 0, P(A|B) é definido como P(A|B) =
P(A).

8.4 Conclusao

Neste aula vimos a definicao formal de probabilidade como uma
funcao. Vimos também as relagoes entre eventos e o que isso causa

na probabilidade dessas ocorréncias.

PROXIMA AULA

Na proxima aula iniciaremos os estudos sobre desigualdades, que
vocé aluno ja deve ter tido ciéncia nos seus estudos do ensino mé-

dio, porém aqui mostraremos algumas relagoes importantissimas
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para as solucoes de problemas de majoracdo. Ainda nesta aula
aprenderemos o conceito do principio das gavetas de Dirichlet,
também importante para resolver problemas ,a priori dificeis, de

forma trivial.

ATIVIDADES

ATIV. 8.1. Uma moeda viciada de modo que a probabilidade
de sair cara é 4 vezes maior que a de sair coroa. Para lancarmos
independentes dessa moeda, determinar:

a) O espago amostral.

b) A probabilidade de sair pelo menos uma cara.

¢) A probabilidade de sair somente uma cara.

d) A probabilidade de dois resultados iguais.

ATTV. 8.2. Considere um conjunto de 4 nimeros dos quais nen-
hum deles é zero, dois sao positivos e dois sdo negativos. Sorteamos
a0 acaso, com reposicao, 2 numeros desse conjunto. Determine a
probabilidade de:

a) Um deles ser negativo.

b) O quociente ser negativo.

c¢) Os dois nameros terem o mesmo sinal.

ATIV. 8.3. Verifique se sdo validas as afirmacdes:

a) Se P(A) = 1/3 e P(B|A) = 3/5 entao A e B nao podem ser
disjuntos.

b) Se P(A) =1/2, P(B|[A=1e P(A|B) =1/2 entao A nao pode

estar contido em B.

ATIV. 8.4. A Sociedade Esportiva Palmeiras ganha com prob-

abilidade 0,7 se chove e com 0,8 se nao chove. Em setembro a
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probabilidade de chuva é de 0,3. O Palmeiras ganhou uma par- 8

tida em setembro, qual a probabilidade de ter chovido nesse dia?

ATITV. 8.5. Sejam A e B dois eventos em um dado espago amostral,
tais que P(A) = 0,2, P(B) =p, P(AUB) =0,5e P(ANB) =0, 1.

Determine o valor de p.
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Médias e o Principio das

Gavetas
de Dirichlet

9.1 Introducao

Nesta aula vamos introduzir o importante conceito de médias,
dentre elas as mais importantes: a média aritmética, média ge-
ométrica, e harmonica. Vamos estabelecer relagoes entre as médias
fornecendo algumas aplicagoes aplicacoes. Trabalharemos também
com o Principio das Gavetas de Dirichlet, também conhecido como
o principio das casas dos pombos; e veremos que este nome é bem

sugestivo para o conceito.

9.2 Meédias

E de se esperar que a média de uma lista de ntmeros é um valor
que poderé substituir todos os elementos da lista sem alterar uma
certa caracteristica da lista. Se essa caracteristica é a soma dos el-
ementos da lista, obtemos a média mais simples que é a aritmética.
Veremos logo a seguir que esta nao é a Gnica e mais, compreender-

emos algumas propriedades entre elas.

Definicao 9.1. A média aritmética da lista de n ntumeros, x1, To, ..., Ty

é o valor M A que vale:
MA — .1‘1+$2+...+:Un‘
n




92

Meédias e o Principio das Gavetas
de Dirichlet

Exemplo 9.1. A média para a lista de nimeros 5,6, —7,9 é
MA = W 3,95,

Definigao 9.2. A média geométrica dos n nimeros positivos x1, x2, ...

é um valor positivo MG tal que

MG = y/x1x9... %4,

OBS 9.1. Observe que s6 definimos a média geométrica para
numeros positivos. Assim evitamos a possibilidade da média nao

existir. Por exemplo qual seria a média geométrica entre 1 e —97

Exemplo 9.2. A média geométrica dos numeros 2,5,12 é:

MG = v/2.5.12 = 4,934.

Definigao 9.3. A média harménica dos n nimeros positivos x1, 2, ...

¢ um valor MH tal que,

MH =

n
1 1 1
z1 + T2 ot Tn
OBS 9.2. A média harmonica é o inverso da média aritmética dos
inversos dos nimeros. E aqui, observamos também que, evitamos
a possibilidade da média ndo existir, por essa razao definimos a

média harmoénica apenas para ntmeros positivos.

Exemplo 9.3. A média harménica dos nameros 3, 36 e 54 é:

3 324
MH =17 ="
373 51

Definicao 9.4. A média quadrética dos n ntumeros positivos x1, x2, ...

é o valor MQ tal que,

2 2 2
MQ:\/:BI—F%:;M—'—Q:”.

y Ln
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Exemplo 9.4. A média quadratica dos numeros 3, 9 e 6 é:

321902 1 62
MQ = ,/+—37L = 6, 48.

Exemplo 9.5. Um atleta aumentou seu rendimento (poténcia)
muscular durante 2 meses de treinamento. No primeiro més a
taxa de aumento foi de 5% e no segundo foi de 15%. Qual foi a
taxa média de aumento mensal?

Solucao:

Queremos uma taxa meédia i tal que, se em todos os meses a taxa de
aumento fosse igual a i, 0 aumento em dois meses seria 0 mesmo. O
aumento em dois mese foi de 20, 075%, conforme mostra o esquema

abaixo.
100 — 100.1,05 — 100.1,05.1,15 = 120,075

Se em todos os meses tivéssemos um aumento de taxa i, terfamos
100 — 100(1 + i) — 100(1 + 7).

Logo,

120,075 = 100(1 +4)2, e resolvendo para i, teremos:
i=0,095=9,5%.

9.3 Desigualdade das médias

Nesta secao vamos majorar as médias vistas até agora, no caso as
desigualdades sao vélidas:
MQ@Q>MA>MG>MH.

Para demonstrar isto vamos langar mao do lema de Cauchy.

Lema 9.1. Sejam x1,x2, ..., T, T€ais positivos com x1xo...Ty = 1,

entao x1 +x9 + ... + x, > n.

Demonstracao

9
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Vamos provar este lema por indugao sobre n. O caso n =1 é abso-
lutamente trivial. Vamos supor por inducao que para x1, s, ..., Tk
reais positivos com xixso...xp = 1, valha 1 + 9 + ... + 2 > k e
provemos a validade para z1,x2, ..., Tk, Tk+1 € R4.

Deste modo, se x123...(xxxg+1) = 1, tem-se z1+xo+...+(TpTrr1) >
k.

Sem perda de generalidade, supomos, xx > 1 e 41 < 1.

Assim x1 + x2 + ... + Tp + Tpy1 + (Tp2pp1) >k + (TpTr11),
Somando —xxk+1 em ambos os lados, e somando 1-1 no membro
direito, temos:

1+ 22+ o+ xp +The1 >k +ap + Ty —xpapp +1—1, €
fatorando:

ri+rat ..ot > (k+D)+ (o —1)+ (1 —2p41) > k+ 1.
A partir do lema de Cauchy, vamos provar a desigualdade das

médias.
Teorema 9.1. e MA> MG

Demonstracao

(MG)" = z129...7y € dividindo ambos os lados por (M G)", temos:
1 = 3ie 115115, pelo lema de Cauchy temos:

e t e + -+ 375 = n e portanto,

SE R A Vel

Teorema 9.2. o MG>MH

Demonstragao

Sabendo que, M A > MG, considere z; = i, 1=1,2,...,n, assim:

1 1 1
y7+y7+__.+y7 < lii
n T VY Y2

Portanto M H < MG.

Teorema 9.3. e MQ>MA
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Demonstragao 9

Supondo por absurdo M Q) < M A, assim

\/x%+x%+...+x% - 1+ 29+ ..+

n n
bros ao quadrado, e fazendo as simplificagoes necessarias, temos:

, elevando os dois mem-

(n—3)(2? + 23 +..22) +2(2? + 23 + .22 — 21290 — 11273 — ... —
Tn—2Tn — wn—lxn) < 07

que é um absurdo. Logo, MQ > M A.

Exemplo 9.6. (Olimpiada Ibero-Americana) Demonstre a seguinte

desigualdade:
Se z,y,z € Ry, entdo S = 1(1+ay) + %(1 +yz)+ 1(1+az2) > 6.

Solucao:
Desenvolvendo a expressao, temos, S = % +y+ % +z+ % + x, pelo

teorema de Cauchy, temos que S > 6, pois x%yiz% =1

mwmmoaz(HAammh%mmqm(f+%+2ﬁ>G).
Solugao: !

Temos que encontrar uma desigualdade que seja capaz de provar
a proposicao.

Como 7 + 4 > 2, e portanto 2 + .t 4 > 4. Elevando os lados a

quarta poténcia, temos:
T oy 8
—+=42)>256 >
(y+x+)_ (D

Exemplo 9.8. Mostre que, entre todos os retangulos de area A,
o quadrado é o de menor perimetro.

Solucao:

Se os lados do retAngulo s3o x e y, temos xzy = A, isto €, a média
geométrica de x e y é v/A. O perimetro do retangulo é 2(x + y).

Temos

2(z +y) = 455 > 4, /7y = 4VA.
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A igualdade s6 € obtida quando x = y. Portanto, o retangulo de

menor perimetro ¢ o quadrado de perimetro 4v/A.

9.4 Principio das Gavetas de Dirichlet

O principio das gavetas pode ser enunciado como: Se n+1 ou mais
objetos sao colocados em n ou menos gavetas, entdo pelo menos

uma gaveta recebe mais de um objeto.

Prova O numero médio de objetos por gaveta é maior do que ou
igual a ”T‘H, que é maior que 1. Logo, em alguma gaveta havera

um numero de objetos maior que 1.

Exemplo 9.9. Mostre que, em um grupo de 13 pessoas hé sempre
pelo menos duas que nasceram no mesmo més.
Solucao:

13

Como 35 < 1, utilizando o principio das gavetas, temos que ha

pelo menso duas pessoas que nasceram no mesmo meés.

Exemplo 9.10. Considere 5 pontos sobre a superficie de um quadrado

de lado 2. Mostre que ha dois desses pontos tais que a distancia
entre eles ¢ menor ou igual a V2.

Solucao:

Divida o quadrado de lado 2 em quatro quadrados de lado 1, lig-
ando os pontos médios dos lados postos. Pensando nos pontos
como objetos e nos quadrados como gavetas, temos mais obje-
tos do que gavetas. O principio das gavetas assegura que alguma
gaveta receberd mais de um objeto, isto é, havera dois pontos no
mesmo quadrado de lado 1. A distancia entre esses pontos é no

méximo igual ao comprimento da diagonal do quadrado, que é v/2.



CESAD AU_LA

9.5 Conclusao

Nesta aula podemos verificar que as propriedades das médias sao
ferramentas preciosas para se resolver problemas de majoragao que
a primeira vista se apresentam dificeis. Pela proposta do ensino
médio, ndo é necessario, que vocé futuro professor, demonstre essas
desigualdades, mas é necessario que vocé enriqueca sua aula com
muitos exemplos (alguns até bem elaborados), para resaltar a im-
portancia destes resultados. O principio das gavetas se revela outra
ferramenta muito simples para resolver problemas de alocacao de
objetos. E é também aconselhdvel que vocé aluno, fornega muitas

aplicacgoes sobre isto.

RESUMO

Média aritmética

Sejam x1, xa, ..., Ty NUMeros reais, a média aritmética

desta lista é dada por:

1+ X2+ ... + Ty
n

MA =

Média Geométrica

Sejam 1,9, ..., T, nlmeros reais positivos, a média

geométrica desta lista é dada por:
MG = ¥Yxix3...2,,.

média Harmoénica

Sejam x1, 9, ..., T, nlmeros reais positivos, a média

harmonica desta lista é dada por:
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de Dirichlet

média Quadratica

Sejam x1,x9, ..., Ty, numeros reais positivos, a média

quadratica desta lista é dada por:

MQ:\/LL‘%—{—(L‘%—F...—F;E%-

n

Desigualdades das média
MQ>MA>MG>MH.
Principio das gavetas de Dirichlet

Se n+ 1 ou mais objetos sao colocados em n ou menos
gavetas, entdo pelo menos uma gaveta recebe mais de

um objeto.

PROXIMA AULA

Na proxima aula mudaremos o foco novamente e iniciaremos os

estudos em Geometria Espacial.

ATIVIDADES

ATIV. 9.1. Prove que:
a) k? > k(1.2.3...(2k — 1))
b) 1432452+, . 4(2k—1)? >

==

k3(3.5.7....(2k — 1))
35...2k—1)+57...2k—1)+...(2k — 1)

ATIV. 9.2. Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

ai, b € RjJaibi+asba+. . .+anby| < /(a2 + a3+ ... +a2)\/(b3+ b3 +...+b2)
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ATIV. 9.3. Prove que 222 > 2 9

Va4l — 7

2 3 1
ATIV. 9.4. Mostre que: Hgf\/;gyyz > (zy)3

ATIV. 9.5. Prove quese nk+1 objetos sao colocados em n gavetas,

pelo menos uma gaveta recebe mais de k objetos

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Matemaética para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

Santos, J.P.O., Mello, M. P., Murari, I. T. C., Introdugao a Analise
Combinatoria, 4 ed., Editora Moderna, Rio de Janeiro, 2007.
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AULA

Introducao a Geometria Es-
pacial: Pontos, Retas e
Planos

10.1 Introducao

O ensino de Geometria para alunos do segundo ano do segundo
grau faz o aluno se deparar com figuras geomeétricas tridimen-
sionais. Embora figuras tridimensionais sejam naturais, pois todo
nosso mundo real é feito delas, a nossa experiéncia nos diz que ha
muitas dificuldades na coompreensao dos novos conceitos e princi-
palmente na "visao geométrica"de certos solidos. Embora o aluno
possa ter dificuldade no aprendizado de Geometria, em geral ele
nao tem dificuldade entender as propriedades essenciais das figuras
geométricas simples. Conceitos como paralelismo, perprendicular-
ismo e congruéncia sao bem entendidos pelos alunos.

Tais facilidades nao ocorrem quando se comeca a estudar Geome-
tria Espacial. As relagoes entre as figuras geométricas fundamen-
tais sdo bem mais complexas do que na Geometria Plana. Sempre
que vocé, futuro professor, se deparar com dificuldades em que o

aluno tenha em "

ver'certas figuras, se possivel, experimente ex-
pressar através de desenhos ou modelos de figuras.

Vamos agora, fazer uma réapida abordagem historica.

Tales de Mileto (624-548 a.C.) foi o precursor da geometria pela
deducao. A ele atribui-se a autoria da demonstracio, entre outros

teoremas, de que um angulo inscrito num semi—circulo é um an-
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gulo reto. Nao existe documentos que comprovem estas autorias.
Outro matematico antigo, também precursor da geometria dedu-
tiva, ao qual se lhe atribui a autoria da demonstracao do famoso
teorema - num tridngulo retdngulo o quadrado da hipotenusa é
igual & soma dos quadrados dos catetos - é Pitdgoras de Samos
(580 a 500 a.C.). Devido a perda de documentos daquela época e
pelo fato de que a escola fundada por ele era secreta, o teorema
de Pitagoras assim como o da divisdo durea de um segmento, po-
dem ter sido demonstrados por seus discipulos ou até mesmo pelos
babilonios. Dois séculos depois, Euclides de Alexandria publicara
o texto mais influente de todos os tempos: "Os Elementos" (300
a.C.). Depois da Biblia, ¢ o livro com mais edigbes publicadas
(provavelmente mais de mil). Os elementos de Euclides estao divi-
didos em treze livros, dos quais somente os seis primeiros tratam de
geometria plana elementar. Em "Os elementos'"o ponto é definido
de forma bem inusitada: "o ponto é aquilo que nao tem partes", e
reta, como "um comprimento se dimensdes". Estas defini¢oes por
mais claras e simples que aparecam, sdo mais intuitivas que for-
mais.Contudo, por dois mil anos, Os Elementos constituiu o mais

rigoroso tratado légico dedutivo da matematica elementar.

10.2 Entes Primitivos e Axiomas da Geome-

tria Euclidiana

AXIOMA 1: Ezistem um conjunto, denominado espago, e duas
colegoes de subconjuntos do espaco satisfazendo as propriedades
enunciadas nos ariomas subseqientes.

Os elementos do espaco sdo chamados de pontos, os de uma das
colegoes referidas no axioma 1 sao denominados retas e os da outra,

planos. Vale observar que os elementos das retas e dos planos sao
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pontos. 1 O

Ponto, reta e plano sdo os conceitos primitivos da geometria eu-
clidiana plana. Os pontos sdo denotados usualmente por letras
maitusculas A,B,C, ...; as retas por letras minusculas r,s,t,...e 0s
planos por letras gregas m, a, 3, ....Intuitivamente, podemos imag-
inar que uma porcao de um plano é a superficie de uma mesa ou
uma folha de papel estirada; uma porcao de um reta é um risco
feito com o auxilio de uma régua, ou, um cordao esticado; e um
ponto e um furinho feito com a ponta de um alfinete numa folha
ou um pingo feito com uma caneta, etc. O espago pode ser pen-
sado como sendo nosso ambiente. Diremos que dois ou mais pontos
sao coplanares ou colineares, respectivamente, se pertencem a um
mesmo plano ou a uma mesma reta; diremos ainda que dois ou
mais conjuntos nao vazios de pontos sao coplanares ou colineares
se todos os seus pontos sao, respectivamente, coplanares ou colin-
eares. Se um ponto A pertence a uma reta r ou a um plano w é
usual dizer que r ou 7w passa por A.

AXTIOMA 2 Por dois pontos distintos passa uma unica reta.

Se A e B sao pontos distintos pertencentes & reta r, denotamos
r=AB.

AXTOMA 3 Por trés pontos nao colineares passa um inico plano.
AXIOMA 4 Cada reta contém pelo menos dois pontos distintos;
todo plano contém no minimo trés pontos nao colineares; o espago
contém pelo menos quatro pontos distintos entre si ndo coplanares
e nado colineares.

AXIOMA 5 Se dois planos possuem um ponto em comum, entdo

eles possuem pelo menos uma reta em comum.

Teorema 10.1. Eziste um unico plano que contém uma reta e um

ponto nao pertencente a ela
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Demonstragao

Seja P um ponto nao pertencente a reta r. Tomemos, sobre r, dois
pontos distintos Q e R. Os pontos P, Q e R nédo sao colineares (de
fato, pelo axioma 2, r é a tnica reta que passa por Q e R e, por
hipotese, P nao pertence a r). Pelo axioma 3, sabemos que existe
um tnico plano « (figura abaixo) contendo P, Q e R. Como a reta

r tem de dois de seus pontos em «, o axioma 4 estabelece que r

estd contida em «a. Logo existe um tnico plano que contém P, Q,

Rer.

10.3 Posicoes de retas

Nesta secao vamos tratar de questoes do tipo:

"Como pode ser a interseccao de duas retas?"

"Quando duas retas determinam um plano?"

Pelo axioma 2, duas retas distintas podem ter no maximo um
ponto em comum, e quando isto acontece, elas sao chamadas de

concorrentes, e sempre determinam um plano.

Figura 10.1: Retas concorrentes
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Esta ultima afirmacao é de facil verificagdo pois, se as retasr e s se 1 O
interceptam em P, tomemos R € r e S € s, pelo axioma3, temos o

plano 7 como na figura acima.

Agora se duas retas nao sao concorrentes elas podem ou nao gerar
um plano. Primeiramente consideremos a situacao mostrada na
figura abaixo. Considere r a reta contida num plano « e uma reta
S que intercepta o plano o em um ponto P. Deste modo nao hé
nenhum plano que contenha r e s simultaneamente, sendo assim

dizemos que r e s sao retas reversas.

Figura 10.2: Retas reversas

Mas ha o caso em que duas retas que também tenham interseccao

vazia sejam coplanares, este é o caso das retas paralelas.

Figura 10.3: Retas paralelas
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10.4 Posicao relativa entre retas e plano

Agora veremos como é possivel uma reta e um plano se rela-

cionarem. Dividiremos estas possibilidades em trés casos.

O primeiro é o mais simples: é quando r possui dois ou mais pontos
no plano «, e assim r estd contida em «, como vemos na figura

abaixo.

Figura 10.4: uma reta contida em um plano

O segundo caso possivel é quando uma reta r "corta"o plano «, ou
seja intercepta o plano em um dado ponto P. Neste caso dizemos

que a reta r é secante ao plano a.

Figura 10.5: uma reta interceptando um plano

O ultimo caso trata-se da situacdo em que a interseccao de uma
reta e um plano seja vazia. No caso se a reta r e o plano « forem

tais que, r N = @, dizemos que r e « sao paralelos.
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Figura 10.6: uma reta paralela a um plano um plano

10.5 Posicao Relativa entre dois planos

Nesta secao veremos como pode se dar a intersecao de dois planos.
Neste caso teremos duas situagoes.

A primeira noz diz em que situacdo um plano pode interceptar
outro de modo que esta intercessao seja nao vazia. Podemos notar
facilmente que se dois planos distintos possuem mais de um ponto
em comum, sua intersecao é uma reta. Neste caso dizemos que

estes planos sdao secantes.

Figura 10.7: Planos secantes

OBS 10.1. No caso anterior consideramos a possibilidade de um
plano ter mais de um ponto em comum, porém se dois planos
tiverem dois ou mais pontos em comum, a interseccao deste tam-

bém é uma reta, sendo isto possivel pelo axioma 5.

O segundo caso em relagdo a posicao de planos é o caso em que
estes sao paralelos. Na verdade dado um plano « é sempre possivel

encontrar um plano § paralelo a a.

10
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Figura 10.8: Planos Paralelos

10.6 Conclusao

Nesta aula apresentamos idéias intuitivas sobre ponto, reta e plano.
Porém estabelecemos relagoes com as quais trabalharemos com
estes conceitos a partir de 5 axiomas. Encorajamos vocé futuro
professor, a sempre langar mao de idéias fazendo uso de figuras e

modelos, para facilitar a aprendizagem dos seus alunos.

RESUMO

Posicao relativas entre retas

Posicao relativa entre r e s | intersecao entre r e s

Concorrentes exatamente um ponto
Reversas 0
Reversas 0

Posicao relativas entre reta e plano
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10

Posicao relativa entre r e o | intersecao entre r e «
r contida em « T
r secante a « um unico ponto
r paralela a « 0

Posicao relativas entre planos

Posicao relativa entre o e 3 | intersecdo entre o e (3

secantes T
paralelos 0

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos relagoes de paralelismo e perpendic-

ularismo entre retas e planos.

ATIVIDADES

ATITV. 10.1. Quantos planos distintos existem tais que eles sejam

determinados por 4 pontos distintos?

ATIV. 10.2. Prove as afirmacoes abaixo.

a) Por um ponto passam, no minimo, trés retas.

b) Trés pontos nao colineares sao distintos entre si.

¢) Dada uma reta, hé, pelo menos, dois planos que a contém.

d) Um plano contém pelo menos trés retas.

e)Dados um plano « e um ponto pertencente a «, existem, no

minimo, duas retas contidas em « passando por esse ponto.
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ATIV. 10.3. Seja F uma figura tal que quatro quaisquer de seus
pontos sejam coplanares. Mostre que F é plana, isto é, esta contida

num plano.

ATITV. 10.4. Uma figura é formada por quatro pontos A, B, C eD
e pelos segmentos AB, BC, CD e DA. Ela é uma figura plana?

ATIV. 10.5. Sejam r e s duas retas reversas e P € r e Q) € s.
Qual é a intersecao do plano « definido por r e Q com o plano (3

definido por s e P?

ATIV. 10.6. Qual é a secao determinada pela intersecao do par-
alelepipedo ABCDEFGH com o plano determinado por ABG?

ATIV. 10.7. Trés planos distintos tém em comum dois pontos.

Mostre que existe uma reta comum aos trés planos.

LEITURA COMPLEMENTAR
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Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

LORIGGIO, P. Geometria Espacial, volumel, editora moderna,
1997.

Dolce, O., Pompeo, J.N., Fundamentos de Matematica Elementar
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Paralelismo e perpendicu-
larismo 1 1

11.1 Introducao

Nesta aula estudaremos as nocoes de paralelismo e perpendicu-
larismo. Vamos assumir que o aluno tenha o conhecimento de
todos os resultados concernentes a geometria euclidiana. plana. A
idéia de perpendicularismo estéd intimamente ligada & idéia de se
"aumentar uma dimensao", isto se deve ao fato de fazermos aqui
a transposicao do plano para o espaco ao construirmos uma reta
perpendicular a um plano dado. Faremos também um paralelo
entre o teorema de Tales no plano e no espago. Vamos agora dar
algumas definigoes e citar alguns resultados acerca de paralelismo

e perpendicularismo de retas e planos.

11.2 Retas e Planos perpendiculares

Definicao 11.1. Dadas duas retas r e s, com r € «, dizemos que
r e s 830 ortogonais se a projecao de s’ de s em « forma um angulo

reto com r.

OBS 11.1. Note que se estas retas estiverem num mesmo plano,
dizemos que elas sdo perpendiculares. De modo que a definicao de

ortogonalidade generaliza a no¢ao de perpendicularismo.

Definicao 11.2. Uma reta é perpendicular a um plano quando

ela é ortogonal a todas as retas desse plano.
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Teorema 11.1. Sejam r uma reta paralela a umplano o e P € a.

Entao, a reta paralela a r passando por P esta contida em «.

Demonstracao

Seja B o plano determinado por P e r. Temos que o e [ sao
concorrentes. Seja s = a N .

Como s C « e r é paralela paralela a 3, segue-se que sNr = ()
e pelo fato de s e r serem coplanares (estao contidas em f3), vem
que s e r sao paralelas. Desde que P e comum a « e 3, segue que
P € s. Logo, a reta paralela a r passando por P esta contida em

Q.

Corolario 11.1. Se uma reta r e paralela a um plano o, entao

existe uma reta distinta de r, contida em « e paralela a r

Demonstracao
Seja P um ponto qualquer de a. Pelo teorema , a reta paralela a

r passando por P esta contida em «.

Teorema 11.2. Se uma reta r e paralela a uma reta v’ contida
num plano o e nao estd contida nesse plano, entao r é paralela a

Q.

Demonstracao

Por absurdo, suponhamos que r intercepta «. Seja P = rNa. Seja
3 o plano determinado por r e r’. Temos: ' = SN« . Sendo que
Pernaer Cf,segue que P € N a.

Como " = BN a, segue-se que P € r'. De fato, isto ¢ uma

contradicao pelo fato de que P € r e r ser distinta e paralela a r’.

Teorema 11.3. Sejam r e s, e, v’ e s’ pares de retas concorrentes.
Se r € paralela a r’ e s € paralela a s’, entdo os planos determinados

porres, e r’es’ sao paralelos ou coincidentes.



CESAD AU LA

Demonstragao

Sejam II o plano determinado por r e s e § o plano determinado
por r’ e s’. Suponhamos que II # B . Devemos mostrar que
([ é paralelo a II . Antes, mostraremos que r ndo esta contida
em ( . Por absurdo, suponha que r C 7w Assim sendo, teremos
necessariamente s C 3, pois do contrario, como s é paralela a uma
reta contida em 3, pelo Teorema anterior, segue que s é paralela a
0, o0 que seria uma contradicao ao fato de um ponto de s pertencer a
rer C . Comoquer C fes C 3, entao a = II, uma contradigao.
Portanto, » C (. Isto implica, de acordo com o Teorema anterior,
que r é paralelo a (3, ja que r é paralela a uma reta contida em (.
Dado que s tem um ponto em comum com r e r é paralela a [,
segue-se que s C 3 de modo ques é paralelo a 3 , uma vez que s é

paralela a uma reta contida em 3 . Enfim, r e s sdo retas paralelas

ag.

Figura 11.1: Planos Paralelos

Novamente, por absurdo, suponhamos que II e 3 nao sao paralelos.
Considere t = IING. Entao, t, r e s sao coplanares. Como r e s s&o
concorrentes, t ndo é simultaneamentre paralela a r e s. Assim, t
é concorrente a uma delas, ji que t é distinta de ambas. Digamos,

r. Um absurdo, pois r é paralela a 3.

Teorema 11.4. Por um ponto nao pertencente a um plano, passa

um unico plano paralelo ao plano dado.
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Demonstragao

Sejam P um ponto e IT um plano tais que P ¢ II. Sejam u e v
retas concorrentes contidas em Il e r e s as retas passando por
P, respectivamente, paralelas a u e v. E claro que r e s nao estao
contidas no plano II. Pelo teorema anterior, o plano a determinado
por r e s é paralelo a II. Seja 8 um plano paralelo a Il passando
por P. Mostraremos que o = 3. E claro que as retas concorrentes u
e v contidas em II sao paralelas ao plano 3. Pelo Teorema 11.1, as
respectivas paralelas a u e v passando por P estao contidas em 3,
uma vez que P € 3. Essas paralelas sao r e s. Posto que duas retas

concorrentes determinam um unico plano, segue-se que « = (.

Teorema 11.5. Seja I o plano determinado por duas retas con-
correntes r e s no ponto O. Se uma reta t € perpendicular a r e a

s em O, entao t e perpendicular a II em O.

Demonstragao

Seja u uma reta qualquer contida em IT passando por O. Mostraremos
que t é perpendicular a u. Podemos supor, sem perda de gener-
alidade, que u # r e u # s. Tomemos em r e s, respectivamente,
pontos A e B tais que A e B se encontram em semi-planos abertos
opostos em relacao a u.

O segmento AB intercepta u num ponto C entre A e B. Sejam D e
D’ pontos distintos em t tais que O é ponto médio de DD’. Sendo
t perpendicular a r, segue-se, pelo caso L.A.L.(lado, angulo, lado)
de congruéncia de triangulos, que AOD é congruo a AOD’ e sendo
t perpendicular a s, segue, por L.A.L., que BOD é congruente a
BOD'. Desse modo, AD = AD" e BD = BD', donde,

por L.L.L., ABD é congruente a ABD e, portanto, o 4ngulo BAD
¢ igual a BAD’. Isto acarreta, por L.A.L., que CAD é congruente
a CAD', por conseguinte, CD = CD’. Assim sendo, por L.L.L.,
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COD é congruente a COD’. Portanto, o angulo COD é reto, e assim 1 1

t é perprendicular a u.

Teorema 11.6. Por um ponto fora de um plano, passa uma unica

reta perpendicular a esse plano.

Demonstracao
Sejam IT um plano e P ¢ II um ponto. Seja 3 o plano paralelo a

IT passando por P. Seja r a reta perpendicular a § passando por P.

r

Como II é paralelo a 3 , entao r intercepta II em Q. Seja v C
IT uma reta qualquer passando por Q. Vamos mostrar que r é
perpendicular a u. Seja v a reta paralela a u passando por P.
Sendo que u é paralelo a 3, vem, pelo Teorema 11.1, que v C (5.
Desde que r é perpendicular a 3, segue que r é perpendicular a
v. Sendo que r e transversal as paralelas u e v, segue que r é
perpendicular a u. Portanto, r é perpendicular a II e passa por P.
Para mostrarmos a unicidade, considere r’ uma reta perpendicular
a (3 passando por P. Devemos mostrar que 7’ = r. Para isso,
basta mostrarmos que @Q € r’. Seja Q" € II perpendicular a r’.
Mostraremos que Q' = Q. Por absurdo, suponhamos que Q # Q.
Assim, a soma dos angulos internos do triangulo PQQ’ é maior do
que 180°, um absurdo. Logo, @' = @, donde, Q € r e, portanto,

r=r.
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11.3 Planos Paralelos e Proporcionalidade

Na Geometria Plana fazemos a associacao de retas paralelas com
proporcionalidade. Aqui faremos um anélogo: enunciaremos o teo-
rema de Tales de Mileto no espaco, relacionando-o com planos par-
alelos. Para recordarmos, vamos enunciar o teorema de Tales no

plano:

Teorema 11.7. Se duas retas paralelas sao interceptadas por duas
retas concorrentes, entao as medidas dos segmentos correspondentes

determinados nas transversais sGo proporcionais.

Omitiremos a demonstragao deste fato, que pode ser encontrado

nas referéncias abaixo.

Podemos enunciar a versao do teorema de Tales no espago como

dado abaixo:
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Teorema 11.8. Um feize de planos paralelos determina sequimen-

tos proporcionais sobre duas retas secantes quaisquer.

Demonstracgao

Considere como na figura acima, pelo ponto A; € r, tragamos uma

reta s paralela a r’; que passa pelos 3 planos nos pontos 4;B) e

CY. Asretas r e v’ determinamum plano, que corta 8 e p segundo

as retas paralelas B1Bj e C1C). Logo pelo teorema de Tales no
A1Br BiCh ACy

plano, temos: = =

A\By  ByC,  ACY

Al A2
1
gl " r
B2 Bl B2
B
c1 c2

C2

Mas AlBé = AQBQ, BéCé = B202 [§] A10§ = A202, assim,
A1By  BiCr Ay
AsBy  BsCy  ACh

., 0 que prova o teorema.

11.4 Conclusao

Nesta aula fornecemos muitos resultados acerca de retas perpen-
diculares a planos, e por ultimo enunciamos e mostramos a versao
espacial do teorema de Tales. Esperamos que vocé aluno tenha

visto estas demonstragoes com cuidado a fim de quando surgirem
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alguns problemas envolvendo estes conceitos, vocé possa resolvé-
los com facilidade. Novamente, recomenda-se fortemente que vocé

disponibilize desenhos para a "visualizacao"do que é proposto.

RESUMO

Retas ortogonais

Dadas duas retas r e s, com r € «, dizemos que r € s
sao ortogonais se a projecao de s’ de s em « forma um

angulo reto com r.
Reta perpendicular a um plano

Uma reta é perpendicular a um plano quando ela é

ortogonal a todas as retas desse plano.
Teorema de Tales no espaco

Um feixe de planos paralelos determina seguimentos

proporcionais sobre duas retas secantes quaisquer.

PROXIMA AULA

)

Na proxima aula estudaremos nogoes intuitivas e formais sobre

distancias e angulos.
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ATIVIDADES 1 1

ATIV. 11.1. Seja P um ponto exterior a um plano «. Para cada

ponto Q € a seja X o ponto do segmento PQ que o divide na razio

XP _
XQ

Qual é o lugar geométrico do ponto X quando QQ percorre o plano t :
. .

ATIV. 11.2. Considere dois planos « e 8. Qual é o lugar ge-

ométrico dos pontos médios dos segmentos cujos extremos estao

em « e [3, respectivamente?

Sejam duas retas reversas r e s. Sejam A e B pontos distintos de r
e C e D pontos distintos de s. Qual é a posicao relativa das retas

determinadas pelos segmentos AC e BD?

ATIV. 11.3. Trés planos distintos tém em comum dois pontos.

Mostre que existe uma reta comum aos trés planos.

ATIV. 11.4. Mostre que por um ponto dado existe uma tunica

reta ortogonal a duas retas ndo paralelas.

ATIV. 11.5. Seja t uma reta contida em dois planos distintos.

Mostre que t é a intersecao desses dois planos.

ATITV. 11.6. Mostre que se uma reta é paralela a dois planos
concorrentes, entao ela é paralela a reta de intersecao dos dois

planos.

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Matemaética para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

LORIGGIO, P. Geometria Espacial, volumel, editora moderna,
1997.

Dolce, O., Pompeo, J.N., Fundamentos de Matematica Elementar

- 10: Geometria Espacial - Vol. 10, editora Atual, 2005
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Nocoes de distancias e an- 1 2
gulos

12.1 Introducao

Nesta aula trataremos de distancia e dngulos entre retas. A idéia
é utilizar todos os conceitos das ultimas duas aulas para estudar
problemas métricos no espago. No caso de angulos, se duas retas
sao coplanares, ja sabemos que elas podem ser coincidentes ou
paralelas. A novidade, para o caso espacial, fica por conta de um
par de retas ser reversas.

A distancia entre dois pontos P e Q é a medida do segmento PQ.
Como feito no plano, utilizamos o teorema de Pitagoras para de-

terminar a distancia entre pontos no espaco.

12.2 Angulos

Sejam r e s retas. Assumimos o conhecimento do conceito de angulo
entre retas no caso das retas serem coplanares.

No caso, ser e s sao coincidentes ou paralelas dizemos que o angulo
entre r e s é zero. Se sdo concorrentes, elas formam dois pares de
angulos opostos pelo vértice (que tém mesma medida) sendo que
dois desses angulos nao opostos pelo vértice sao suplementares.
Neste caso, o dngulo entre elas é, por defini¢do, o menor dos quatro
angulos.

Se r e s sao reversas, podemos definir:
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Definigao 12.1. Sejam A € r e B € s pontos quaisquer, 1’ a reta
paralela a r passando por B e s’ a reta paralela a s passando por A.
O angulo formado por essas retas concorrentes é o angulo formado
pelas retas dadas inicialmente. A notagdo adotada sera Z(r,s'),

que no caso Z(r',s)=2Z(r,s")=24(r,s).

Figura 12.1: Angulo entre retas

OBS 12.1. Lembremos que o dngulo formado por duas retas con-
correntes é definido como o menor dos 4 dngulos que elas formam,
compreendido entre 0°, quando as retas sio paralelas ou coinci-

dentes, e 90°, quando as retas sdo ortogonais.

Definigao 12.2. Se dois planos sao coincidentes ou paralelos dize-
mos que o angulo entre eles é zero. Suponhamos que dois planos II
e (3 sdo concorrentes. Sejat =IINJG. Sejam A, B € t, distintos, r e
r’ as perpendiculares a t em II passando, respectivamente, por A e
B, e, s e 8’ as perpendiculares a t em (3 passando, respectivamente,
por A e B. A medida do angulo entre Il e 3 é, por defini¢ao, igual a

medida do angulo r e s Z(r, s), que no caso vale Z(r,s) = Z(r', s).

Definicao 12.3. Dizemos que dois planos a e 8 sdo perpendicu-

lares se o angulo, Z(a, 3) = 90V.



CESAD AU LA
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Figura 12.2: Angulo entre planos

Definicao 12.4. Chama-se diedro ou dngulo diedral a reunido de
dois semi-planos com mesma origem. Os semi-planos sao chamados

de faces do diedro e a origem comum chama-se aresta.

Se as faces de um angulo diedral sao semi-planos coincidentes ou
opostos a medida do angulo diedral e, por definicdo, respectiva-
mente, 0 ou 180°. Agora, suponhamos que os planos que contém
as faces sao concorrentes.

Sejam A e B dois pontos distintos pertencentes a aresta. A partir
de A tracemos as semi-retas AD e AFE perpendiculares a aresta,
uma em cada face e a partir de B tracemos as semi-retas BC' e BF
também perpendiculares a aresta, sendo BC contida na mesma
face em que se encontra AD e BF contida na mesma face em que
se encontra AF, tais que BC = AD e BF = AE. Desse modo,
ABCD e ABFE sao paralelogramos, o que implica que CDEF e
tambem um paralelogramo, donde, ADE = BCF (L.L.L.). Assim
sendo, Z(DAFE) = Z(CBF). Definimos a a medida do angulo
diedral, nesse caso, como sendo a medida de Z(DAFE) = Z(CBF)

que independe do ponto escolhido sobre a aresta.

OBS 12.2. Todo plano « reparte o espaco em tres subconjun-

tos: o proprio plano, o subconjunto dos pontos que ficam em um
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mesmo lado do plano e o subconjunto dos pontos que ficam no
outro lado. Cada um desses dois ultimos subconjuntos chama-se
semi-espaco aberto determinado por « e a uniao do plano com um
semi-espaco aberto chama-se semi-espaco fechado determinado por
« ou, simplesmente, semi-espaco. Assim, um plano determina dois
semi-espacos que chamaremos de semi-espacos opostos em relacao

a (.

Teorema 12.1. Sejam r uma reta que intercepta um plano o num
ponto P, tal gque A € r—P e A’ 0 pé da perpendicular a o passando

em A. Entao, r e perpendicular a o, se, e somente se, A’ = P.

Demonstracgao

Sejar e AA’ perpendiculares a « e passam no ponto A ¢ a. E facil
ver que, por um ponto fora de um plano, passa uma tunica reta
perpendicular a esse plano, segue-se que r é a reta que passa pelos
pontos A e A’. Sendo que P e A’ pertencem a r N« e r intercepta
a, segue que A’ = P.

Para a reciproca devemos mostrar que r é perpendicular a a. Mas
com r é a reta que passa por A e A’ e também por AePeré
perpendicular a .

Agora, vamos definir o angulo entre uma reta e um plano.

Definicao 12.5. O angulo entre uma reta r e um plano II é igual

a0 menor angulo formado por r e uma reta qualquer do plano.

OBS 12.3. Definimos o angulo entre uma reta r e um plano II
como sendo 90° se r ¢ perpendicular a II. Porém se r nio é per-
pendicular a IT | podemos definir Z(r, v)como sendo o adngulo que

r faz com sua projecao sobre II.

Exemplo 12.1. Considere uma reta r dada pela equagdo y = =,

calcule o angulo desta com o plano xy.
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Solucao:
E facil ver que a reta r faz um angulo de 45° com o eixo x. Portanto

Z(r,a) = 45% onde a é o plano xy.

12.3 Distancias

Primeiramente vamos definir a distancia de um ponto A a uma

retar.

Defini¢ao 12.6. Dado um ponto A e uma reta r, o ponto B em
que a reta intercepta o plano perpendicular a r passando por A é
chamado de proje¢ao ortogonal de A sobre r. O comprimento do
segmento AB é definido como a distancia de A a r, e denotado por

d(A,r).

Figura 12.3: Distancia entre ponto e reta
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Teorema 12.2. Se por um ponto A tracgarmos a perpendicular
AA" ao plano 11 e por um ponto qualquer B de Il tracarmos uma

reta r perpendiculat a A’B,entdo a reta AB ¢é perpendicular a 7.

Demonstracao

Note que as retas determinadas pelos segmentos AA’ e A’B sio
ambas ortogonais a r. Portanto, o plano definido por essas retas é
perpendicular a r, e assim, a reta determinada por AB desse plano

é perpendicular a r.

Definigao 12.7. Definimos a distancia entre duas retas r e s re-
versas como sendo a distancia entre os planos paralelos referidos

no teorema 11.3., como na figura abaixo

12.4 Conclusao

Nesta aula entramos em alguns conceitos que vocé aluno, ja es-
tudou em Geometria Analitica. Porém la o tratamento é menos
abstrato e construtivo do que o visto aqui. O objetivo, ao fim desta
aula é que vocé consiga fazer algumas construcoes, que possibilite
as idéias intuitivas sobre angulos e distancia, para que enfim vocé

possa formalizar estas idéias.
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RES"UMO 1 2

Retas reversas

Sejam A € r e B € s pontos quaisquer, r’ a reta par- .[]‘

alela a r passando por B e s’ a reta paralela a s pas-

sando por A. O angulo formado por essas retas con-
correntes é o ngulo formado pelas retas dadas inicial-
mente. A notagao adotada sera Z(r,s’), que no caso

L(r',s)=4L(r,s")=4L(r,s).
angulo entre planos

Sejam dois planos I e 3 sao concorrentes. Seja t = 1IN
8. Sejam A, B € t, distintos, r e r’ as perpendiculares a
t em II passando, respectivamente, por A e B, e, se ¢’
as perpendiculares a t em (§ passando, respectivamente,
por A e B. A medida do angulo entre II e 3 é, por
defini¢ao, igual a medida do angulo r e s Z(r,s), que

no caso vale Z(r,s) = Z(r', §').
angulo diedral

Definimos angulo diedral como sendo a reuniao de dois
semi-planos com mesma origem. Os semi-planos sao
chamados de faces do diedro e a origem comum chama-

se aresta.
angulo entre reta e plano

O angulo entre uma reta r e um plano II é igual ao
menor angulo formado por r e uma reta qualquer do

plano.
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Distancia entre reta e plano

Dado um ponto A e uma reta r, o ponto B em que
a reta intercepta o plano perpendicular a r passando
por A é chamado de projecao ortogonal de A sobre r.
O comprimento do segmento AB ¢ definido como a

distancia de A a r, e denotado por d(A,r).

PROXIMA AULA

Na proxima aula trabalharemos com poliedros e exploraremos a

conhecida relacao de Euler.

ATIVIDADES

ATIV. 12.1. Considere duas retas paralelas secantes a dois planos
paralelos. Mostre que os segmentos destas retas determinados pe-

los dois planos sao congruentes.

ATIV. 12.2. Mostre que dois dngulos diedrais opostos pela aresta

tém a mesma medida.

ATIV. 12.3. Mostre que o angulo formado entre um plano o e um

plano 3 e igual ao angulo formado por ae qualquer plano paralelo
a (.
ATIV. 12.4. Mostre que arestas opostas de um tetraedro regular

sao ortogonais

ATTIV. 12.5. Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes

de 3 pontos nao colineares?
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ATIV. 12.6. Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes 1 2

de dois planos secantes dados?

ATIV. 12.7. Mostre que um plano é perpendicular a dois planos
concorrentes se, e somente se, ele é perpendicular a reta de inter-

secao dos dois planos.

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Matematica para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

LORIGGIO, P. Geometria Espacial, volumel, editora moderna,
1997.

Dolce, O., Pompeo, J.N., Fundamentos de Matematica Elementar

- 10: Geometria Espacial - Vol. 10, editora Atual, 2005
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Poliedros 1 3

13.1 Introducao

Nesta aula estudaremos os solidos formados por regides do espaco
(faces), chamados poliedros. O conceito de poliedro estd para o es-
paco assim como o conceito de poligono esta para o plano. Histori-
camente, nao é possivel estabelecer com certeza quando comecou e
se desenvolveu o interesse pelos poliedros, identificados como s6li-
dos de faces planas. Do ponto de vista matemético, existem fontes
egipcias, chinesas e babilonicas contendo a resolucao de problemas
relativos a piramides.

Intuitivamente, podemos dizer que poliedro é uma reuniao de um
numero finito de poligonos planos, de tal forma que a intersecao
de dois poligonos distintos seja uma aresta comum, um vértice co-
mum, ou vazia . Os poligonos sao denominados faces do poliedro.
Os lados e os vértices dos poligonos denominam-se, respectiva-
mente, arestas e vértices do poliedro. Porém necessitaremos aqui

de algumas defini¢es formais.

13.2 Definicoes

Chama-se poligono a regiao de um plano delimitada por um ntimero
finito de segmentos de reta, contidos nesse plano, que satisfazem

as seguintes condicdes:
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i) cada extremidade de qualquer segmento e extremidade de ex-
atamente dois segmentos;

ii) dois segmentos consecutivos quaisquer nunca sao colineares;
iii) dois segmentos nao consecutivos quaisquer jamais se intercep-
tam.

Os segmentos sao chamados de lados e suas extremidades de vér-
tices do poligono. A reunido dos lados chama-se linha poligonal
fechada, bordo ou fronteira do poligono.

Denotaremos por dP o bordo do poligono P.

iv) fixado cada lado, os demais se encontram num mesmo semi-

plano (em relacdo ao fixado).

Figura 13.1: Exemplos de poligonos

Definigao 13.1. Dois poligonos P e Q serdao chamados de consec-

utivos se PNQ #0 e PNQ C dPNdQ.

Definicao 13.2. Chamamos de poliedro a regiao do espago delimi-
tada por um numero finito de poligonos que satisfazem as seguintes
condicoes:

i) cada lado de qualquer poligono é lado de exatamente dois poli-
gonos;

ii) dois poligonos consecutivos quaisquer nunca sao coplanares;
iii) dois poligonos nao consecutivos quaisquer jamais se intercep-

tam.

Exemplo 13.1.

Associada a esta definicao podemos definir um poliedro convexo

Ccomo:
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Figura 13.2: Exemplo de poliedro

Definicao 13.3. Um poliedro é convexo se qualquer reta, nao
paralela a nenhuma, de suas faces, o corta em no méximo 2 pontos,
ou equivalentemente:fixada cada face, as demais se encontram num

mesmo semi-espaco.

Exemplo 13.2. O poliedro abaixo é nao convexo, note que a reta

abaixo corta o poliedro em 3 pontos distintos.

Figura 13.3: Exemplo de poliedro nao convexo

13.3 A relacao de Euler

Vamos agora enunciar a famosa relacao de FEuler:

Teorema 13.1. Se V, A e F sao, respectivamente, o nimero de
vértices, arestas e faces de um poliedro convezo, entdo:

V-A+F=2

Demonstracao
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Ad

Al

AS

AT

A

Figura 13.4: Exemplo de poliedro nao convexo

Sejam Py, Ps, ..., Ps as faces do poliedro e nq, no, ..., ns , respectiva-
mente, o nimero de arestas de Py, Ps, ..., Ps . Consideremos a rep-
resentacao plana do poliedro segundo a face P;. Sejam Aq, Ao, ..., Ap1
os vértices correspondentes aos vértices de P nessa representagao

plana.

Temos: ny + no + ... + ng = 24, pois, de acordo com a definicao
de poliedro, cada aresta tem exatamente duas faces e, portanto,
na contagem nj + ng + ... + ng computamos duas vezes o nimero
de arestas. Agora vamos calcular a soma dos dngulos internos de
todos os poligonos da decomposigdo da face A1 As...A,1 . Faremos
isso de maneiras. A face transformada est decomposta em s — 1
poligonos. Os numeros de lados desses poligonos sao ni,no, ..., N
. Por conseguinte, as respectivas somas de seus angulos internos
sao 180%(ng — 2),180%(n3 — 2), ..., 180%(ns — 2) = 180°%(ny 4 ng +
et ng—2(s —1)).

De outra maneira podemos calcular o soma desses angulos pelos
angulos internos de AjAs...A,1 € a este resultado somar os angu-
los que ficam em torno dos vértices internos da decomposicao de

A As.. Ay . Efacil ver que a soma dos angulos que ficam em torno
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de cada um desses vértices vale 360°, de modo que temos V — ny 1 3
vértices. E portanto temos 180%(ng + n3 + ... +ns — 2(s — 1)) =

180%(ng — 1) + 360°(V — ny), e substituindo ng + n3 + ... + ns por

2A —nq, temos V — A+ F = 2.

Exemplo 13.3. (FAAP - SP) Num poliedro convexo, o nimero
de arestas excede o numero de vértices em 6 unidades. Calcule o
numero de faces.

Solugao:

De acordo com o problema temos A = V + 6, substituindo A na

relacao de Euler temos F' = 8.

Exemplo 13.4. (UFS) Qual é o numero de vértices de um poliedro
convexo de sete faces, sendo duas pentagonais e cinco quadrangu-
lares?

Solucao:

Pela relagdo de Euler, temos: V 4+ F - A =2e F =17,e 24 =
2.5+ 4.5, assim A = 15. Substituindo na relacdo de Euler, temos:
V =10.

Definicao 13.4. Um poliedro convexo é dito regular quando todas
as faces sdo poligonos regulares iguais e em todos vértices concor-

rem o mesmo numero de arestas.
Teorema 13.2. Existem apenas 5 poliedros regulares convexos.

Demonstracao

Dado um poliedro regular P, sendo que suas faces tem n de arestas
e cada aresta é aresta de duas faces, segue que nF’ = 24, e comoque
de cada vértice partem o mesmo ntumero m de arestas, segue que
Vm = nF. Substituindo na relagdo de Euler, temos:

F = st

Assim, 2m + 2n — mn > 0, e como m > 3 temos que n < 5.
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Um poliedro regular também recebe o nome de poliedro de Platao.

De fato segue uma tabela com os 5 poliedros de Platao.

n|A|V|F nome

6 4 4 tetraedro

12 | 8 6 hexaedro

30 | 20 | 12 | dodecaedro

12| 6 8 octaedro

ot | w | w | w | B
w | | o> | w

30| 12 | 20 | icosaedro

13.4 Conclusao

Nesta aula esperamos que o aluno tenha compreendido com muita
precisao os conceitos de poliedros convexos e regulares para que
possa aplicar tais conceitos na relacao de Euler; e principalmente

compreender que s6 existem 5 poliedros regulares.

RESUMO

D Poliedros

Chamamos de poliedro a regiao do espaco delimitada
por um numero finito de poligonos que satisfazem as

seguintes condigoes:

i) cada lado de qualquer poligono é lado de exatamente

dois poligonos;
ii) dois poligonos consecutivos quaisquer nunca sao coplanares;

iii) dois poligonos nao consecutivos quaisquer jamais se

interceptam.

Poliedro convexo
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Um poliedro é convexo se qualquer reta, nao paralela a 1 3

nenhuma de suas faces, o corta em no méximo 2 pon-
tos, ou equivalentemente:fixada cada face, as demais se

encontram num mesmo semi-espaco.
Poliedro regular

Um poliedro convexo é dito regular quando todas as
faces sao poligonos regulares iguais e em todos vértices
concorrem 0 mesmo nimero de arestas. SO existem 5
poliedros regulares: o tetraedro, o octaedro, o icosae-

dro, o cubo, e o dodecaedro.
Relacao de Euler

Se V, A e F sdo, respectivamente, o niimero de vértices,

arestas e faces de um poliedro convexo, entao:

V_At+F=2

PROXIMA AULA

Na préxima aula iniciaremos os estudos sobre area de superficies e

volumes.

ATIVIDADES

ATIV. 13.1. Um geélogo encontrou, numa de suas exploragoes,
um cristal de rocha no formato de um poliedro, que satisfaz a
relacdo de Euler, de 60 faces triangulares. Qual é o numero de

vértices deste poliedro?
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ATIV. 13.2. ( ITA - SP ) Um poliedro convexo tem 13 faces.
De um dos seus vértices partem 6 arestas; de 6 outros vértices
partem, de cada um, 4 arestas, e finalmente, de cada um dos

vértices restantes partem 3 arestas. O numero de arestas desse

poliedro é: a. 13 b. 17 c. 21 d. 24 e. 27
ATIV. 13.3. Quantas diagonais possui um dodecaedro regular?

ATIV. 13.4. Mostre que para todo poliedro convexo valem as
desigualdades:
a) A+6 <3F b)A+6<3V

ATTV. 13.5. Descreva todos os poliedros que possuem 8 arestas

ATIV. 13.6. Mostre que se um poliedro convexo tem 10 arestas

entao ele tem 6 faces

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Matematica para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

LORIGGIO, P. Geometria Espacial, volumel, editora moderna,
1997.

Dolce, O., Pompeo, J.N., Fundamentos de Matematica Elementar

- 10: Geometria Espacial - Vol. 10, editora Atual, 2005
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Volume e Area de 1 4

Superficie, Parte 1

14.1 Introducao

Nesta aula vamos trabalhar com os conceitos que vocé, aluno ja
estd habituado: volume e drea de superficie. Nesta aula, tratare-
mos de volumes de s6lidos simples como cilindros, cones, piramides,
entre outros. Citaremos também o importante Principio de Cav-
alieri, que estabelece uma relacao simples: se em um dois sélidos,
se cortarmos estes por planos e a intersecao deste plano com os

solidos tiver mesma area, entao os solidos terao o mesmo volume.

A idéia de sdlido € uma idéia primitiva, outro conceito primitivo
que iremos considerar é o de volume de um sé6lido. O volume de
um so6lido é a quantidade de vezes que o cubo de aresta unitéaria
"cabe'nele. Adotaremos a notacao V(S) que denota o volume do

solido S.

O matemético e filosofo grego, Arquimedes, nascido em 287 a.C.
na cidade de Siracusa, na ilha de Sicilia, deu uma grande con-
tribuicao a geometria espacial. Ele é responsével pela descoberta
das féormulas do volume e area da superficie dos principais sélidos
geométricos tais como a esfera, cilindro, cone, etc., assunto desta

e da proxima aula.
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14.2 Volume do Paralelepipedo Retangular

O paralelepipedo retangulo é formado por 6 retangulos, como na

figura abaixo:

Denotaremos por a como sendo o comprimento deste paralelepipedo,
b a sua largura e ¢ a sua altura.

O volume deste paralelepipedo sera denotado por V (a, b, c). E facil
ver que a fung¢ao de 3 variaveis V(a, b, c) tem como propriedades:
i) V(a,b,c) = aV(1,b,c)

ii)V(a,b,c) =bV(a,1,c)

iii)V(a,b,c) = cV(a,b,1).

Deste modo, V(a,b,c) = aV(1,b,¢) = abV (1,1,¢) = abcV (1,1,1) =
abe,

Pois V(1,1,1) = 1.

Concluimos que o volume de um paralelepipedo retangulo é o pro-
duto de suas dimensdes. Em particular temos:

V(a,b,c) = (area da base) x (altura).

14.3 O Principio de Cavalieri

A seguir, enunciaremos um axioma conhecido por "Principio de

Cavalieri "

, com o qual iremos deduzir as férmulas que dardao os
volumes de prismas em geral.

Axioma (Principio de Cavalieri)

Sejam S e S’ solidos. Se todo plano horizontal intercepta S e S’

segundo figuras com mesma drea, entdo S e S’ tém mesmo volume.
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Figura 14.1: Principio de Cavalieri

OBS 14.1. Cousideraremos o conjunto vazio ou um conjunto unitario
como uma figura de area nula para efeito do enunciado do principio

de Cavalieri.

Teorema 14.1. O volume de um cilindro € igual ao produto da

drea da base pela altura.

Demonstragao

Seja C um cilindro entre os planos Il e § de base F e altura h, em
que F' C II. Considere um paralelepipedo P, retangular, cuja base
R esta contida em IT e tem a mesma area de F, cuja altura seja h
e esteja no mesmo semi-espaco em que se encontra C.

Considere um plano « paralelo a Il e 3, entre § e II. Como IINC =
FellNP =R, ecomoF eR tem mesma &rea, segue-se as segoes
IINC elIlNP tem mesma area. Pelo principio de Cavalieri,
o cilindro e o paralelepipedo tem mesmo volume. Desde que o
volume de P, é o produto da area de R por h, segue que o volume
de C e o produto da area de R por h e, como que R e F tem mesma

area, segue-se que o volume de C e o produto da area de F por h.
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=

Figura 14.2: Utilizagado do Principio de Cavalieri para a obtencgao

do volume do cilindro

Definigao 14.1. O prisma é um poliedro irregular compreendido
entre dois poligonos iguais e paralelos, e cujas faces laterais sao
paralelogramos. Os dois poligonos iguais e paralelos sao as bases
do prisma; o nimero de faces laterais é igual ao nimero dos lados

das bases.

Com o principio de Cavalieri, podemos obtersem dificuldade o vol-
ume de um prisma. Imaginemos um prisma de altura h, e cuja
base seja um poligono de area A, contido em um plano horizontal.
Pelo Principio de Cavalieri, o volume do prisma P, V(P) é dado
por V(P) = (area da base) x (altura).

Com essa idéia podemos obter o volume de s6lidos como a piramide,

0 cone, entre outros.

Teorema 14.2. Dois cones tém mesmo volume se tém mesma

altura e suas bases tém mesma drea.

Demonstracao

Inserimos as bases dos dois cones num mesmo plano «, e seus
vértices num mesmo semi-espaco determinado por a. Sejam: C
e C’ os cones, F e F’ as respectivas bases, V e V’ os respectivos
vértices e h a altura comum. Para demonstrar que C e C’ tem o
mesmo volume utilizaremos o principio de Cavalieri. Seja S um
plano paralelo a a, entre V, e a e b/ = d(V, 3). Basta mostrarmos

que SNC e fNC' tém mesma area.
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Mas como F' = N C, com razdao de semelhanga %, e desde que 1 4

#% = }]:—/22 e area(F)=érea(F’), segue que
area(f N C) =area(BNC’).

Como consequéncia do teorema anterior, temos:

Teorema 14.3. O volume de um cone € igual a um ter¢o da drea

da base pela altura.

Demonstracao

Consideremos um prisma triangular cujas bases sao ABC e A’B’C’.

A c

Seja h a altura do prisma, e a drea de ABC é a. Sabemos que o
volume deste prisma é ah. Vamos dividir este prisma em 3 tetrae-
dros: A— A'B'C',B’' — ACC’, e B’ — ABC. Sejam a1, as, a3 0s
volumes destes trés tetraedros. Pelo teorema anterior temos:

ag =V((A-ABC)=V(A-ABC")=V(A"— ABC).

ay =V(B'— ACC") =V (C' — ABC)

a3 =V (B'— ABC).

Portanto, o volume do prisma é igual a soma dos volumes dos trés
tetraedros, de modo que o volume de um cone é igual a um terco

da area da base pela altura.

Corolario 14.1. O volume de um cone circular e igual a %Wh?”z,

em que T e 0 rato da base e h e a altura do cone.
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Corolario 14.2. O volume de uma pirdmide, cuja base é um poli-
gono reqular, € igual a %pah, em que p e a sao, respectivamente, o

semi-perimetro e o apdtema da base e h € a altura da pirdmide.

Corolario 14.3. O volume de um tronco de pirdmide, cujas bases
sao poligonos requlares, cuja altura € h, cujos semi-perimetros das
bases maior e menor, respectivamente, sao P e p, e, cujos apdtemas

das bases maior e menor, respectivamente, sao A e a € igual a

th(pa+ pA+ PA)

RESUMO

Volume de um paralelepipedo retangular

O volume de um paralelepipedo retangular com com-
primento a, largura b, e altura c, é¢ denotado por V(a, b, ¢),

e vale V(a, b, c) = abc.
Principio de Cavalieri

Sejam S e S’ solidos. Se todo plano horizontal inter-
cepta S e S’ segundo figuras com mesma area, entao S

e S’ tém mesmo volume.
Volume de um cone

O volume de um cone é igual a um terco da édrea da

base pela altura.
Volume de uma piramide

O volume de uma piramide, cuja base é um poligono
regular, é igual a %pah, em que p e a sao, respectiva-
mente, o semi-perimetro e o apétema da base e h é a

altura da piramide.
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PROXIMA AULA 1 4

Na préxima aula iniciaremos a segunda parte deste contetido, onde
obteremos a férmula do volume da esfera e faremos algumas con-

strugoes com soélidos de revolugao.

ATIVIDADES

ATIV. 14.1. Qual o ntmero méaximo de caixas cujas dimensoes
(exteriores) sao 30cm, 20cm e 50cm que podem ser acomodadas

em uma caixa cujas dimensoes (interiores) sdo 2m, 3m e 5m?

ATIV. 14.2. Determine o volume e a area da superficie de uma

esfera de raio igual a /7.

ATIV. 14.3. Em quantos por cento devemos aumentar a aresta
de um cubo para que tenhamos um novo cubo com o dobro do

volume do outro?

Um cone reto tem 3m de raio, 2cm de altura. Calcule seu volume,

area e os raios das esferas inscritas e circunscrita.

ATIV. 14.4. Calcule o volume de um octaedro regular de aresta

a.

ATIV. 14.5. Demonstre que dentre os paralelepipedos retangu-
lares de base quadrada com area total constante o de maior volume

é o cubo.

ATIV. 14.6. Uma lata fechada, em forma de cilindro circular reto,
tem as seguintes dimensoes externas: altura h e raio r. Sabendo

que sua espessura mede a, determine seu volume interno.
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ATIV. 14.7. Um prisma reto de base hexagonal regular tem como
altura o dobro da aresta da base. Qual a razao entre o volume deste

prisma e o volume do cone circular reto nele inscrito?

ATIV. 14.8. Um cone e um cilindro, ambos circulares retos, pos-
suem 0 mesmo volume e bases com mesmo raio. Supondo que
ambos sd0 inscritiveis em uma esfera de raio r, determine a razao

entre a altura do cone e r.

LEITURA COMPLEMENTAR

LIMA, Elon L., Matematica para o Ensino Médio, Vol.2, IMPA,
Projeto Euclides, 1.ed., Rio de Janeiro, 1998.

LORIGGIO, P. Geometria Espacial, volumel, editora moderna,
1997.

Dolce, O., Pompeo, J.N., Fundamentos de Matematica Elementar

- 10: Geometria Espacial - Vol. 10, editora Atual, 2005
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15.1 Introducao

Nesta ultima aula, que é uma sequéncia obteremos o volume da
esfera utilizando o Principio de Cavalieri, e trataremos de idéias de
area de superficie. Finalmente abordaremos o contéudo de sélidos
de revolucao.

Intuitivamente a esfera pode ser "visto"como o lugar geométrico
dos pontos no espago em que a distancia destes pontos a um ponto
fixo P é constante. A esfera ndo tem vértices nem arestas. Na
secao seguinte daremos algumas defini¢oes formais e resultados en-

volvendo este solido.

15.2 A Esfera

Definigcao 15.1. Sejam O um ponto e r um numero real positivo.
O conjunto € dos pontos do espago cuja distancia a O é menor do

que ou igual a r chama-se esfera de centro O e raio r.
Duas esferas sao ditas concéntricas se possuem o mesmo centro.

Definicao 15.2. Dados uma esfera € , e um ponto P, dizemos que P
e um ponto interior ou exterior de € se, respectivamente, d(P, 0) <
r ou d(P,0) > r. O conjunto de todos os pontos interiores de € e
chamado de interior de € e ¢ denotado por int(e ) e o dos pontos

exteriores e chamado de exterior de € e e denotado por ext(e ).
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Definigao 15.3. O subconjunto de uma esfera formado pelos pon-
tos cuja distancia ao centro é igual ao raio chamaremos de super-

ficie da esfera.

Teorema 15.1. O volume de uma esfera € de raio r vale

Vie) = %777“3.

Demonstracao

Para demonstrar este teorema utilizaremos o principio de Cavalieri.
Consideremos uma esfera ¢ e um cilindro C equildtero, ambos de
raio r, em um plano horizontal, como na figura abaixo e tomemos
uma secao em C que dista h do centro, no caso este é um circulo de
drea 7(r?>—h?). Do cilindro, vamos subtrair dois cones iguais, cada
um deles com base do cilindro e vértices coincidentes no centro do
cilindro. Este so6lido D é tal que qualquer plano horizontal distando
h do seu centro, produz uma coroa circular cujo raio externo é r
e cujo raio interno é h. Logo, o volume da esfera é igual ao de D.
Como o volume de D é o volume do cilindro de raio r e altura 2r,

tirando isto dos dois cones de raio r e altura r, obtemos:

27,7_‘_7,2 _ 2%7-‘-743 = %7‘(’7’37 portantO,
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15.3 Area de Superficie

Nesta secao vamos demonstrar algumas férmulas simples para o

calculo de areas de superficies de alguns solidos.

Teorema 15.2. A soma das dreas das faces laterais de um prisma

reto € igual ao produto do perimetro da base pela altura.

Demonstragao

Cada face lateral é um retangulo cuja altura h é a altura do prisma
e cuja base é um lado da base do prisma. Se Iy, o, ..., [, sdo os lados
da base do prisma, entao soma das areas das faces laterais dele é

igual a (I1h + lah + ... + [gh).

Teorema 15.3. A drea da superficie lateral de um cilindro reto €

1gual ao produto do perimetro da base pela altura.

Demonstracgao

A idéia é aproximarmos o contorno da base, que é uma curva
fechada simples, por linhas poligonais fechadas cujos vértices pertencam
a ele. Assim, as areas das superficies laterais dos prismas retos
determinados por essas linhas poligonais fechadas com mesma al-
tura do cilindro dado se aproximam da &4rea da superficie lateral

dele. Quanto mais aumentarmos o numero n de lados da linha

149



Volume e Area de
Superficie, Parte II

poligonal melhor serd a aproximagdo. Para tal fazemos n crescer,
ou seja quando n — 0o, o perimetro da linha poligonal tendera
ao perimetro da base do cilindro e a area da superficie lateral do
prisma determinado pela linha tendera a area da superficie lateral
do cilindro ,e portanto, obtemos A = 2ph, onde 2p é, o perimetro

da linha e da base do cilindro.

Corolario 15.1. A area da superficie lateral de um cilindro cir-

cular reto cuja altura e h e cujo raio da base e r e igual a 27rh.

15.4 Solidos de revolucgao

Consideremos em um plano a reta r que chamaremos de eixo e
uma linha L que ndo corta r. A idéia agora é fazer L "girar"em
torno deste eixo. Esta idéia é igual a quando vocé estudava sélidos
de revolucgao na disciplina de calculo I. Tomando cada ponto P de
L, este percorre uma circunferéncia cujo o raio é a sua distancia
ao eixo. A unido de todas essas circunferéncias é dado o nome de
solido de revolucao.

r

Figura 15.1: Exemplo de sélido de revolucao

Agora, vamos formalizar esta idéia pelo conhecido

teorema de Pappus.
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Teorema 15.4. Se uma linha plana gira em torno de um eizo de 1 5
seu plano, a drea da superficie gerada € igual ao comprimento dessa
linha multiplicado pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo

seu baricentro.

Demonstragao

Faremos aqui a demonstragao para uma linha poligonal, pois para
o caso geral serd necessério calculo integral, o que ndo é a proposta
de um curso de matematica para o ensino médio.

r

Figura 15.2: Exemplo de sélido de revolucao

Se uma linha tem um comprimento L e se x é a distancia do bari-
centro dessa linha a um eixo E, temos que provar que a area da
superficie de revolucao em torno de r vale A = 2wz L.

Seja uma linha poligonal que tem lados com comprimentos val-
endo ai,ao,...,ar e cujos pontos médios distam x1, xo, ...,z de r,
respectivamente. Consideremos L = aj + as + ... + a;. Rotacio-
nando todos os segmentos temos a superficie lateral de um tronco
de cone e portanto a drea da superficie gerada é:

A =2nxia1 4 21009 + ... + 2 R0) = 27 (T101 + 2202 + ... + TR AK),
mas sendo x é a distancia do baricentro dessa linha a um eixo E,
temos

xL = a1x1 + asxo + ... + arpxi, € portanto,
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A =2nzL.

15.5 Conclusao

Nesta sequéncia de duas aulas trabalhamos relagoes de area de
superficie e volume em so6lidos. Exibimos muitos resultados tais
que suas demonstracoes sao costumeiramente omitidas no ensino
médio. Nosso objetivo foi o de mostrar com clareza estas demon-
stracoes e incentivar o uso destas em sua sala de aula aluno, pois
acreditamos que isto agucaria a visao espacial do aluno. Deixamos
por ultimo e ndo menos importante o Teorema de Pappus, que em
geral é a idéia primitiva que vocé teve em célculo I: encontrar o vol-
ume de s6lidos por meio de rotagoes sob um eixo fixo. Estas nogoes
para os seus futuros alunos sera de fato muito importante, mesmo
que hoje, no Brasil o ensino destes "Entes Primitivos"estejam fra-

cassando.

RESUMO

Esfera de raio r

Sejam O um ponto e r um numero real positivo. O
conjunto € dos pontos do espaco cuja distancia a O é
menor do que ou igual a r chama-se esfera de centro O

e raio r. O volume de € de raio r é V(e) = 377>

Teorema de Pappus

Se uma linha plana gira em torno de um eixo de seu
plano, a area da superficie gerada é igual ao compri-
mento dessa linha multiplicado pelo comprimento da

circunferéncia descrita pelo seu baricentro.
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ATIVIDADES 1 5
ATIV. 15.1. Um plano secante a uma esfera de raio r dista r — b

a de seu centro. Expresse a area da superficie da calota menor

determinada pelo plano, em funcao de a e r, bem como o volume

do sélido delimitado por essa calota e o plano.

ATIV. 15.2. Suponha que o centro de uma esfera de raio r per-
tence a umsetor esférico determinado por dois planos que distam,
respectivamente, a e b do centro. Expresse o volume do setor e
area da zona esférica correspondente a esse setor em funcao de a,

ber.

ATIV. 15.3. Dois prismas tém mesma altura e bases regulares
inscritas em circulos de raios unitérios com, respectivamente, 4 e
5 arestas. Demonstre que o que tem maior volume é aquele cuja

base tem 5 arestas.

ATIV. 15.4. Encontre o volume da esfera utilizando o Teorema

de Pappus.

ATIV. 15.5. Encontre a 4rea da superficie do sélido de revolucao
gerado pela rotacao de um tridngulo equilatero de lado 1 em torno

de um eixo, que contém um vértice e é perpendicular a um lado.
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