AULA

Introducao a Geometria Es-
pacial: Pontos, Retas e
Planos

10.1 Introducao

O ensino de Geometria para alunos do segundo ano do segundo
grau faz o aluno se deparar com figuras geométricas tridimen-
sionais. Embora figuras tridimensionais sejam naturais, pois todo
nosso mundo real é feito delas, a nossa experiéncia nos diz que ha
muitas dificuldades na coompreensao dos novos conceitos e princi-
palmente na "visao geométrica'de certos solidos. Embora o aluno
possa ter dificuldade no aprendizado de Geometria, em geral ele
nao tem dificuldade entender as propriedades essenciais das figuras
geométricas simples. Conceitos como paralelismo, perprendicular-
ismo e congruéncia sdo bem entendidos pelos alunos.

Tais facilidades ndo ocorrem quando se comeca a estudar Geome-
tria Espacial. As relagoes entre as figuras geométricas fundamen-
tais sdo bem mais complexas do que na Geometria Plana. Sempre
que vocé, futuro professor, se deparar com dificuldades em que o

"ver"certas figuras, se possivel, experimente ex-

aluno tenha em
pressar através de desenhos ou modelos de figuras.

Vamos agora, fazer uma rapida abordagem historica.

Tales de Mileto (624-548 a.C.) foi o precursor da geometria pela
deducdo. A ele atribui-se a autoria da demonstracio, entre outros

teoremas, de que um angulo inscrito num semi—circulo é um an-
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gulo reto. Nao existe documentos que comprovem estas autorias.
Outro matemadtico antigo, também precursor da geometria dedu-
tiva, ao qual se lhe atribui a autoria da demonstracao do famoso
teorema - num triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é
igual & soma dos quadrados dos catetos - é Pitdgoras de Samos
(580 a 500 a.C.). Devido a perda de documentos daquela época e
pelo fato de que a escola fundada por ele era secreta, o teorema
de Pit4dgoras assim como o da divisdo durea de um segmento, po-
dem ter sido demonstrados por seus discipulos ou até mesmo pelos
babilénios. Dois séculos depois, Euclides de Alexandria publicara
o texto mais influente de todos os tempos: "Os Elementos" (300
a.C.). Depois da Biblia, é o livro com mais edi¢bes publicadas
(provavelmente mais de mil). Os elementos de Euclides estao divi-
didos em treze livros, dos quais somente os seis primeiros tratam de
geometria plana elementar. Em "Os elementos"o ponto é definido
de forma bem inusitada: "o ponto é aquilo que nao tem partes"”, e
reta como "um comprimento se dimensdes". Estas defini¢bes por
mais claras e simples que aparecam, sao mais intuitivas que for-
mais.Contudo, por dois mil anos, Os Elementos constituiu o mais

rigoroso tratado légico dedutivo da matematica elementar.

10.2 Entes Primitivos e Axiomas da Geome-

tria Euclidiana

AXIOMA 1: Emistem wm conjunto, denominado espaco, e duas
colegées de subconjuntos do espaco satisfazendo as propriedades
enunciadas nos ariomas subseqientes.

Os elementos do espaco sao chamados de pontos, os de uma das
colecgoes referidas no axioma 1 sao denominados retas e os da outra,

planos. Vale observar que os elementos das retas e dos planos sao
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pontos. 1 0

Ponto, reta e plano sdo os conceitos primitivos da geometria eu-
clidiana plana. Os pontos sao denotados usualmente por letras
maitusculas A,B,C, ...; as retas por letras minisculas r,s,t,...e os
planos por letras gregas m, a, 3, ....Intuitivamente, podemos imag-
inar que uma por¢ao de um plano é a superficie de uma mesa ou
uma, folha de papel estirada; uma porcdo de um reta é um risco
feito com o auxilio de uma régua, ou, um corddo esticado; e um
ponto e um furinho feito com a ponta de um alfinete numa folha
ou um pingo feito com uma caneta, etc. O espago pode ser pen-
sado como sendo nosso ambiente. Diremos que dois ou mais pontos
sao coplanares ou colineares, respectivamente, se pertencem a um
mesmo plano ou a uma mesma reta; diremos ainda que dois ou
mais conjuntos nao vazios de pontos sao coplanares ou colineares
se todos os seus pontos sdo, respectivamente, coplanares ou colin-
eares. Se um ponto A pertence a uma reta r ou a um plano 7 é

usual dizer que r ou m passa por A.

AXIOMA 2 Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

N

Se A e B sdo pontos distintos pertencentes & reta r, denotamos
r=AB.

AXTOMA 3 Por trés pontos nao colineares passa um unico plano.
AXIOMA 4 Cada reta contém pelo menos dois pontos distintos;
todo plano contém no minimo trés pontos nao colineares; o espago
contém pelo menos quatro pontos distintos entre si nao coplanares
e ndo colineares.

AXTIOMA 5 Se dois planos possuem um ponto em comum, entdo

eles possuem pelo menos uma reta em comum.

Teorema 10.1. FEziste um tinico plano que contém uma reta e um

ponto nao pertencente a ela
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Demonstragao

Seja P um ponto nao pertencente a reta r. Tomemos, sobre r, dois
pontos distintos Q e R. Os pontos P, Q e R nao sado colineares (de
fato, pelo axioma 2, r é a tnica reta que passa por Q e R e, por
hipotese, P ndo pertence a r). Pelo axioma 3, sabemos que existe
um unico plano « (figura abaixo) contendo P, Q e R. Como a reta
r tem de dois de seus pontos em «, o axioma 4 estabelece que r

estd contida em «a. Logo existe um unico plano que contém P, Q,

Rer.
P
Q R

10.3 Posicoes de retas

Nesta secao vamos tratar de questoes do tipo:
"Como pode ser a intersec¢dao de duas retas?"
"Quando duas retas determinam um plano?"

Pelo axioma 2, duas retas distintas podem ter no méximo um
ponto em comum, e quando isto acontece, elas sao chamadas de

concorrentes, e sempre determinam um plano.

Figura 10.1: Retas concorrentes
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Esta ultima afirmagao é de facil verificagdo pois, se as retasr e s se 1 0
interceptam em P, tomemos R € r e S € s, pelo axioma3, temos o

plano 7 como na figura acima.

Agora se duas retas nao sdo concorrentes elas podem ou ndo gerar
um plano. Primeiramente consideremos a situagao mostrada na
figura abaixo. Considere r a reta contida num plano « e uma reta
s que intercepta o plano o em um ponto P. Deste modo nao hé
nenhum plano que contenha r e s simultaneamente, sendo assim

dizemos que r e s sdo retas reversas.

%
IP
o R

Figura 10.2: Retas reversas

Mas h4 o caso em que duas retas que também tenham interseccao

vazia sejam coplanares, este é o caso das retas paralelas.

Figura 10.3: Retas paralelas
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10.4 Posicao relativa entre retas e plano

Agora veremos como € possivel uma reta e um plano se rela-

cionarem. Dividiremos estas possibilidades em trés casos.

O primeiro é o mais simples: é quando r possui dois ou mais pontos
no plano «a, e assim r estd contida em «, como vemos na figura

abaixo.

Figura 10.4: uma reta contida em um plano

O segundo caso possivel é quando uma reta r "corta"o plano «, ou
seja intercepta o plano em um dado ponto P. Neste caso dizemos

que a reta r é secante ao plano a.

Figura 10.5: uma reta interceptando um plano

O ultimo caso trata-se da situacdo em que a interseccao de uma
reta e um plano seja vazia. No caso se a reta r e o plano « forem

tais que, r N = @, dizemos que r e « sao paralelos.
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Figura 10.6: uma reta paralela a um plano um plano

10.5 Posigao Relativa entre dois planos

Nesta secdo veremos como pode se dar a intersecao de dois planos.
Neste caso teremos duas situagoes.

A primeira noz diz em que situagdo um plano pode interceptar
outro de modo que esta intercessao seja nao vazia. Podemos notar
facilmente que se dois planos distintos possuem mais de um ponto
em comum, sua intersecdo é uma reta. Neste caso dizemos que

estes planos sao secantes.

Figura 10.7: Planos secantes

OBS 10.1. No caso anterior consideramos a possibilidade de um
plano ter mais de um ponto em comum, porém se dois planos
tiverem dois ou mais pontos em comum, a interseccao deste tam-

bém é uma reta, sendo isto possivel pelo axioma 5.

O segundo caso em relagao a posicao de planos é o caso em que
estes sao paralelos. Na verdade dado um plano « é sempre possivel

encontrar um plano 3 paralelo a «.

10
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Figura 10.8: Planos Paralelos

10.6 Conclusao

Nesta aula apresentamos idéias intuitivas sobre ponto, reta e plano.
Porém estabelecemos relagoes com as quais trabalharemos com
estes conceitos a partir de 5 axiomas. Encorajamos vocé futuro
professor, a sempre lancar mao de idéias fazendo uso de figuras e

modelos, para facilitar a aprendizagem dos seus alunos.

RESUMO

Posicao relativas entre retas

Posicdo relativa entre r e s | intersecdo entrer e s

Concorrentes exatamente um ponto
Reversas 0
Reversas 0

Posicao relativas entre reta e plano
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Posigao relativa entre r e o | intersecao entre r e «
r contida em « T
T secante a « um unico ponto
r paralela a « 0

Posicao relativas entre planos

Posicao relativa entre o e 3 | intersecdo entre o e 3

secantes T
paralelos 0

PROXIMA AULA

Na préoxima aula estudaremos relacoes de paralelismo e perpendic-

ularismo entre retas e planos.

ATIVIDADES

ATIV. 10.1. Quantos planos distintos existem tais que eles sejam

determinados por 4 pontos distintos?

ATIV. 10.2. Prove as afirmacoes abaixo.

a) Por um ponto passam, no minimo, trés retas.

b) Trés pontos nao colineares sao distintos entre si.

¢) Dada uma reta, hé, pelo menos, dois planos que a contém.

d) Um plano contém pelo menos trés retas.

e)Dados um plano « e um ponto pertencente a «, existem, no

minimo, duas retas contidas em « passando por esse ponto.

10
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ATIV. 10.3. Seja F uma figura tal que quatro quaisquer de seus
pontos sejam coplanares. Mostre que F é plana, isto é, esta contida

num plano.

ATIV. 10.4. Uma figura é formada por quatro pontos A, B, C eD
e pelos segmentos AB, BC, CD e DA. Ela ¢ uma figura plana?

ATIV. 10.5. Sejam r e s duas retas reversas e P € r e Q) € s.
Qual é a intersecao do plano « definido por r e Q com o plano (3

definido por s e P?

ATIV. 10.6. Qual é a secao determinada pela intersecao do par-
alelepipedo ABCDEFGH com o plano determinado por ABG?

ATIV. 10.7. Trés planos distintos tém em comum dois pontos.

Mostre que existe uma reta comum aos trés planos.
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