AULA

Nocoes de distancias e an- 1 2
gulos

12.1 Introducao

Nesta aula trataremos de distancia e angulos entre retas. A idéia
é utilizar todos os conceitos das tltimas duas aulas para estudar
problemas métricos no espacgo. No caso de angulos, se duas retas
sao coplanares, ja sabemos que elas podem ser coincidentes ou
paralelas. A novidade, para o caso espacial, fica por conta de um
par de retas ser reversas.

A distancia entre dois pontos P e Q é a medida do segmento PQ.
Como feito no plano, utilizamos o teorema de Pitagoras para de-

terminar a distdncia entre pontos no espaco.

12.2 Angulos

Sejam r e s retas. Assumimos o conhecimento do conceito de angulo
entre retas no caso das retas serem coplanares.

No caso, se r e s sao coincidentes ou paralelas dizemos que o dngulo
entre r e s é zero. Se sdo concorrentes, elas formam dois pares de
angulos opostos pelo vértice (que tém mesma medida) sendo que
dois desses angulos nao opostos pelo vértice sdo suplementares.
Neste caso, o angulo entre elas é, por defini¢do, o menor dos quatro
angulos.

Se r e s sao reversas, podemos definir:
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Definicao 12.1. Sejam A € r e B € s pontos quaisquer, r’ a reta
paralela a r passando por B e s’ a reta paralela a s passando por A.
O angulo formado por essas retas concorrentes é o angulo formado
pelas retas dadas inicialmente. A notacao adotada sera Z(r,s’),

que no caso Z(r',s)=2(r,s")=4(r,s).

Figura 12.1: Angulo entre retas

OBS 12.1. Lembremos que o dngulo formado por duas retas con-
correntes é definido como o menor dos 4 dngulos que elas formam,
compreendido entre 0°, quando as retas sdo paralelas ou coinci-

dentes, e 90°, quando as retas sdo ortogonais.

Definicao 12.2. Se dois planos sdo coincidentes ou paralelos dize-
mos que o angulo entre eles é zero. Suponhamos que dois planos I1
e (3 sdo concorrentes. Sejat =IINJG. Sejam A, B € t, distintos, r e
r’ as perpendiculares a t em Il passando, respectivamente, por A e
B, e, s e 8’ as perpendiculares a t em [ passando, respectivamente,
por A e B. A medida do dngulo entre Il e 8 &, por definicao, igual a

medida do angulo r e s Z(r, s), que no caso vale Z(r,s) = Z(r', s).

Definicao 12.3. Dizemos que dois planos a e 8 sdo perpendicu-

lares se o angulo, Z(a, 3) = 90°.



CESAD AU LA

12

Figura 12.2: Angulo entre planos

Definicao 12.4. Chama-se diedro ou dngulo diedral a reunido de
dois semi-planos com mesma origem. Os semi-planos sao chamados

de faces do diedro e a origem comum chama-se aresta.

Se as faces de um angulo diedral sao semi-planos coincidentes ou
opostos a medida do angulo diedral e, por definicdo, respectiva-
mente, 0 ou 180°. Agora, suponhamos que os planos que contém
as faces sao concorrentes.

Sejam A e B dois pontos distintos pertencentes a aresta. A partir
de A tracemos as semi-retas AD e AE perpendiculares a aresta,
uma em cada face e a partir de B tracemos as semi-retas BC e BF
também perpendiculares a aresta, sendo BC contida na mesma
face em que se encontra AD e BF contida na mesma face em que
se encontra AF, tais que BC = AD e BF = AE. Desse modo,
ABCD e ABFE sao paralelogramos, o que implica que CDEF e
tambem um paralelogramo, donde, ADE = BCF (L.L.L.). Assim
sendo, Z(DAFE) = Z(CBF). Definimos a a medida do angulo
diedral, nesse caso, como sendo a medida de Z(DAFE) = Z(CBF)

que independe do ponto escolhido sobre a aresta.

OBS 12.2. Todo plano « reparte o espaco em tres subconjun-

tos: o proprio plano, o subconjunto dos pontos que ficam em um
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mesmo lado do plano e o subconjunto dos pontos que ficam no
outro lado. Cada um desses dois ultimos subconjuntos chama-se
semi-espaco aberto determinado por « e a uniao do plano com um
semi-espaco aberto chama-se semi-espaco fechado determinado por
« ou, simplesmente, semi-espaco. Assim, um plano determina dois
semi-espacos que chamaremos de semi-espacos opostos em relacao

a Q.

Teorema 12.1. Sejam r uma reta que intercepta um plano o num
ponto P, tal que A € r— P ¢ A’ 0 pé da perpendicular a o passando

em A. Entao, r e perpendicular a o, se, e somente se, A’ = P

Demonstracao

Sejar e AA’ perpendiculares a a e passam no ponto A ¢ a. E facil
ver que, por um ponto fora de um plano, passa uma tunica reta
perpendicular a esse plano, segue-se que r é a reta que passa pelos
pontos A e A’. Sendo que P e A’ pertencem a r N« e r intercepta
a, segue que A’ = P.

Para a reciproca devemos mostrar que r é perpendicular a . Mas
com r é a reta que passa por A e A’ e também por AePeré
perpendicular a a.

Agora, vamos definir o dngulo entre uma reta e um plano.

Definicao 12.5. O angulo entre uma reta r e um plano II é igual

a0 menor angulo formado por r e uma reta qualquer do plano.

OBS 12.3. Definimos o angulo entre uma reta r e um plano II
como sendo 90° se r ¢ perpendicular a II. Porém se r nio é per-
pendicular a IT | podemos definir Z(r, «)como sendo o angulo que

r faz com sua projecao sobre II.

Exemplo 12.1. Considere uma reta r dada pela equagao y = z,

calcule o angulo desta com o plano xy.
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Solucao:
E facil ver que a reta r faz um angulo de 45° com o eixo x. Portanto

Z(r,a) = 45% onde «a é o plano xy.

12.3 Distancias

Primeiramente vamos definir a distancia de um ponto A a uma

retar.

Defini¢ao 12.6. Dado um ponto A e uma reta r, o ponto B em
que a reta intercepta o plano perpendicular a r passando por A é
chamado de projegao ortogonal de A sobre r. O comprimento do
segmento AB é definido como a distancia de A a r, e denotado por

d(A,r).

Figura 12.3: Distancia entre ponto e reta
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Teorema 12.2. Se por um ponto A tracgarmos a perpendicular
AA" ao plano 11 e por um ponto qualquer B de Il tragarmos uma

reta r perpendiculat a A'B,entdo a reta AB € perpendicular a 7.

Demonstracao

Note que as retas determinadas pelos segmentos AA’ e A'B sio
ambas ortogonais a r. Portanto, o plano definido por essas retas é
perpendicular a r, e assim, a reta determinada por AB desse plano

é perpendicular a r.

Definicao 12.7. Definimos a distancia entre duas retas r e s re-
versas como sendo a distancia entre os planos paralelos referidos

no teorema 11.3., como na figura abaixo

12.4 Conclusao

Nesta aula entramos em alguns conceitos que vocé aluno, ji es-
tudou em Geometria Analitica. Porém la o tratamento é menos
abstrato e construtivo do que o visto aqui. O objetivo, ao fim desta
aula é que vocé consiga fazer algumas construcoes, que possibilite
as idéias intuitivas sobre angulos e distancia, para que enfim vocé

possa formalizar estas idéias.
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RESUMO

Retas reversas

Sejam A € r e B € s pontos quaisquer, r’ a reta par-

alela a r passando por B e 8’ a reta paralela a s pas-
sando por A. O angulo formado por essas retas con-
correntes é o angulo formado pelas retas dadas inicial-
mente. A notacdo adotada sera Z(r,s’), que no caso

L(r', s)=4L(r,s")=4L(r,s).
angulo entre planos

Sejam dois planos II e 3 sdo concorrentes. Seja t = 1IN
8. Sejam A, B € t, distintos, r e 1’ as perpendiculares a
t em II passando, respectivamente, por A e B, e, se s’
as perpendiculares a t em ( passando, respectivamente,
por A e B. A medida do angulo entre Il e 3 é, por
definicao, igual a medida do angulo r e s Z(r,s), que

no caso vale Z(r,s) = Z(r', ¢).
angulo diedral

Definimos angulo diedral como sendo a reunido de dois
semi-planos com mesma origem. Os semi-planos sao
chamados de faces do diedro e a origem comum chama-

se aresta.
angulo entre reta e plano

O angulo entre uma reta r e um plano II é igual ao
menor angulo formado por r e uma reta qualquer do

plano.
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Distancia entre reta e plano

Dado um ponto A e uma reta r, o ponto B em que
a reta intercepta o plano perpendicular a r passando
por A é chamado de projecdo ortogonal de A sobre r.
O comprimento do segmento AB é definido como a

distancia de A a r, e denotado por d(A,r).

PROXIMA AULA

Na proxima aula trabalharemos com poliedros e exploraremos a

conhecida relacao de Euler.

ATIVIDADES

ATIV. 12.1. Considere duas retas paralelas secantes a dois planos
paralelos. Mostre que os segmentos destas retas determinados pe-

los dois planos sdo congruentes.

ATIV. 12.2. Mostre que dois angulos diedrais opostos pela aresta

tém a mesma medida.

ATIV. 12.3. Mostre que o dngulo formado entre um plano o e um

plano 3 e igual ao angulo formado por ae qualquer plano paralelo
a 0.
ATIV. 12.4. Mostre que arestas opostas de um tetraedro regular

sao ortogonais

ATIV. 12.5. Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes

de 3 pontos ndo colineares?



CESAD AU LA

ATIV. 12.6. Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes 1 2

de dois planos secantes dados?

ATIV. 12.7. Mostre que um plano é perpendicular a dois planos
concorrentes se, e somente se, ele é perpendicular a reta de inter-

secdo dos dois planos.
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