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Funcoes Analiticas |

META
Revisar operacdes basicas com nimeros complexos. Introduzir o conceito de funcio
de variavel complexa. Conceituar limites e derivadas de funcbes de variavel complexa.

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: efetuar as operacdes basicas com
nimeros complexos, além de calcular poténcias e raizes; determinar se dada regido
do plano complexo é um dominio ou n&o; conceituar limites e derivadas de fun¢des

de variavel complexa.

PRE-REQUISITOS

Nenhum.
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INTRODUCAO

Em Fisica Teérica, fazemos um uso intenso dos niimeros complexos.
Por exemplo, percebeu-se que para descrever oscilagoes e ondas, a
funcao matematica complexa e** tornava mais simples os célculos,
do que as correspondentes funcoes reais seno e cosseno. Também,
na mecanica do mundo microscépico, a Mecanica Quantica, o objeto
fundamental é a funcao de onda, que assume valores complexos.

Nesta aula, relembraremos como operar com nimeros complexos,
introduziremos o conceito de funcao de varidvel complexa, e apresen-
taremos uma classificagdo de regioes no plano complexo, até chegar ao
conceito fundamental de dominio.

Estenderemos os conceitos de limite e derivada as funcoes de va-
riavel complexa.
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Alo meu caro estudante! E um prazer muito grande ter vocé como
meu aluno. Antes de mais nada, gostaria de conversar um pouco sobre
0 texto e 0 curso.

Mesmo estando distantes um do outro, nés manteremos contato
através deste texto, que tentei escrever da melhor forma que pude,
usando toda a minha experiéncia. Que nao é pouca: sao vinte e sete
anos de docéncia na Universidade Federal de Sergipe (UFS). Calculo
que ja tenha tido entre trés mil e quinhentos, ou quatro mil estudan-
tes, entre graduandos principalmente de Fisica, mas também ensinei
licenciandos e bacharelandos de Matemética, Quimica, Computacao,
alunos de varias Engenharias, pés-graduandos de Fisica. Orientei alu-
nos de mestrado, estudantes de curso de Especializagao; s6 de alunos
de iniciac¢ao cientifica, foram quinze que trabalharam comigo.

Quanto a cursos de Fisica Matematica (Métodos de Fisica Tedrica
¢ um nome alternativo), foram muitos sob minha responsabilidade,
em varias épocas, com diferentes nomes, desde meu ingresso na UFS
(1982), quando preparei uma disciplina de um curso de especializa-
¢ao para alunos e professores do Departamento de Fisica. Nos ulti-
mos anos, venho ensinando as disciplinas Métodos de Fisica Teorica
I e II, juntamente com o Professor Fernando Miguel Chaves. Essas
disciplinas surgiram em face da necessidade de reforcar a formacao
matematica dos nossos estudantes de Fisica, ao mesmo tempo em que
introduzimos ja as notagoes usadas na Fisica, com muitas aplicacoes
em nossa area.

Muitas vezes os alunos me perguntam se este serd um curso fa-
cil. Com minha experiéncia, posso dizer que um curso sera facil ou
dificil dependendo de quanta dedicagao, quanto esfor¢o investirmos
nele. Nao vou iludi-lo, nada cai do céu: o treinamento matemético
requer disciplina, no sentido nao s6 da leitura do material, mas de
muito trabalho nos exercicios. Nao hé outra forma de estudar este as-
sunto, senao trabalhando duramente nas atividades que selecionamos.
E, se possivel, vocé deve complementar resolvendo mais problemas,
encontrados nos livros sugeridos no final dos capitulos.

Gostaria de receber criticas e sugestoes, que vocé julgue que pos-
sam vir a ser usadas para melhorar este texto.

Um bom trabalho para vocé!

Aula



Um corpo é uma
estrutura algébrica
consistindo em um
conjunto munido de
operacdes de soma
e multiplicacéo
satisfazendo  certas
propriedades, como
fechamento, comu-
tativa, associativa,
distributiva, dentre
outras.
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1.1 Os Numeros Complexos

Antes de comegar a falar das funcoes de variavel complexa, preferimos
fazer uma breve revisao dos niimeros complexos, e de operagoes basicas
envolvendo esses numeros, de modo que todos possam acompanhar
mesmo que nao tenham ainda encontrado os niimeros complexos pela
frente, ou que tenham aprendido pouco sobre eles.

Os ntimeros complexos costumam ser definidos da seguinte ma-
neira.

Um nimero complexo z tem a forma z = x + iy, onde = e y sao
nimeros reais quaisquer, e o simbolo i = v/—1 é chamado de unidade
imaginaria. Dizemos que z é a parte real de z, e y sua parte imaginéaria.

Se z =iy (isto é, se z = 0), dizemos que z é um imaginario puro.

O conjunto de todos os niimeros complexos, ou mais precisamente,
o corpo dos numeros complexos, é denotado C.

Com a introducao dos nimeros complexos, equagoes algébricas
como

w?+1=0

passam a ter solugdo (no caso, w = +i). Mais geralmente, as equagoes
algébricas de segundo grau com discriminante A negativo, sem solugao
no campo dos reais, possuirdo (sempre) duas raizes complexas.

Os ntmeros complexos podem ser somados ou multiplicados, de
acordo com as regras:

21+ 29 = (ZL’l + Zyl) + (ZL’Q + Zyg) = (ZL’l + 132) + ’L(yl + yg)

2120 = (1 +iy1). (T2 + 1Y) = (2122 — y1y2) + i(T1Y2 + 22y1) -

Dois nimeros complexos z; = x1 + 1y, € 2o = T9 + iys SA0 iguais se
e somente se suas partes reais e suas partes imaginarias forem iguais,

21 =2y <<= I = X2 e Y1 = Yo

O complexo conjugado z* (ou Z) do nimero complexo z = x + iy
é dado por z* = = — iy. Note que o produto de z e z* é um niimero
real,
22" = (v +iy)(z —iy) = 2> +y°.
O modulo de um nimero complexo é exatamente a raiz quadrada
deste ultimo resultado,

|z| = Vzzr = /a2 + 42,
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A subtracao é introduzida de modo similar & soma,
21— 2 = (v1 +iy1) — (T2 +iye) = (21 — 22) + (1 — ¥2)
e a divisao,

2T +iyr (129 + 11y2) + i (22y1 — T1Y2)

29 T+ 1Yo 222 + Y52

sendo que na tltima passagem utilizou-se o procedimento de multipli-
car numerador e denominador por (xs — iy ), para termos um nimero
real no denominador.

Exemplo Calcule o produto de ntimeros complexos:
(7T+14)(6 —24)(1 4 9).

(T4+1)(6—2i)(1+14) = [42+ 2+z‘(—111+ 6)](1 + 1)

44 4+ 8 +i(44 — 8) = 52 + 36i
Exemplo Calcule a expressio:

1+ 2i
1-0)(3+4)

1+ 2 B (1+2i)  (144)(3 — 40)
(1—4)(3+4i)  (1—1d)(3+44) (1+1)(3—4i)
(1+2¢)(1+1)(3 — 44)
(1+1)(9 +16)

_ 1 [(1 — 24 30)(3 — 4i)]

50
1 9 13
34124131 = — + 22
sl 3124131 = o5 4 =5

Uma maneira alternativa (mas completamente equivalente) de in-
troduzir os niimeros complexos faz uso do conceito de par ordenado:
um nimero complexo z corresponderia ao par ordenado (x, y) de nime-
ros reais. Com essa notagio, a unidade imaginaria se escreve i = (0, 1).
Essa notacao sugere ainda que, se R é geometricamente visualizada

Aula
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z=z+iy = (z,y)

Sy

O

Figura 1.1: Um ponto z no plano complexo.

como uma reta, o conjunto C serd visualizado como um plano, deter-
minado por dois eixos ortogonais: a reta real, constituida dos pontos
na forma (x,0), e a reta dos pontos (0,y). Esta ultima reta vem a ser
chamada eixo imaginéario.

O plano formado é chamado de plano de Argand-Gauss, ou mais
simplesmente, plano complexo.

iy
21 + 29

21 22

22 — 21

*

21 —z1

Figura 1.2: Adigdo e soma de niimeros complexos (modo grafico).

Na figura 1.2 mostramos os niimeros complexos 21, seu oposto —z;
(que esté colocado simetricamente em relagdo a origem z = 0), e seu
complexo conjugado z;* (este colocado simetricamente em relagdo ao
eixo z). Note que identificamos z; com um vetor que vai da origem
z = 0 ao ponto z; do plano complexo; um segundo niimero, z,, com
um vetor saindo da origem ao ponto 29; a soma z; + 25 ¢ dada entao
pelo vetor colocado na diagonal do paralelogramo formado pelos dois
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vetores representando z; e z,. Portanto, a soma de complexos pode
ser encontrada, graficamente, usando a mesma regra do paralelogramo
para soma de vetores no plano. A diferenca zo, — z; é encontrada de
modo similar, agora tomando o vetor na outra diagonal, que vai do
ponto z; ao ponto zo. Ou, 0 que é equivalente, o que vai da origem ao
ponto z; —2z; (note que um vetor é caracterizado por trés propriedades,
o modulo, a diregao e o sentido, e ndo depende do ponto de aplicagao).
Ou, ainda, zo — 21 pode ser visto como a soma dos vetores z5 com —z;
(veja o paralelogramo formado por esses dois vetores, sua diagonal
maior corresponde A essa soma, pela regra do paralelogramo).

A identificagdo entre C e R? (espago dos vetores no plano) nao
deve, entretanto, ser levada muito longe ja que, se a adigao de ntimeros
complexos e a adicdo de vetores de R? sdo semelhantes, o0 mesmo nao
se pode dizer com relagao & multiplicagao.

Cada ponto z = x + iy do plano complexo pode ser caracterizado,
como vimos, pelas "coordenadas" x,y. Existe, no entanto, outra
forma de caracterizar niimeros complexos: através da representagao
polar, que faz uso de dois outros niimeros reais, r, 6:

r=z| = Va2 +y? = Vez*

Hzarctgg (x #0)
T

onde r € 0o modulo de z, e 6 é chamado argumento do niimero complexo
z (reveja a figura 1.1).
Nessa representacao polar, z é escrito

z=x4+1iy = rcosf+irsenf
= 71 (cos 0 +isen0)

= re

onde foi utilizada a férmula de Euler,

e =cos a+1sen o
sendo que « é real. Voltaremos a encontrar esta expressao mais adi-
ante, quando tratarmos séries infinitas.

Uma vantagem da representagao polar aparece na multiplicacao de
complexos,

2 =110 2y = 1ree™®? = 2125 = (ry1y)e 1102

Aula
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e na divisao,
<1 1

1 il01—02)

) T2
(nesta ultima equagao, ro # 0), nas quais expressoes simples sdo obti-
das.

Uma extensao do resultado acima para o produto de dois niimeros
complexos zq, zo € 0 Teorema de Moivre:

2" =1"(cosnl +isennd) ,

para n inteiro, n = 1,2, 3,... Tal expressao vale também para expo-
entes negativos,

27" =— = r"[cos(—nb) + isen (—nb)]

= 1 "[cosnb — isennb)

Um problema de resolucao menos direta é extrair raizes de ntime-
ros complexos. Trata-se de obter todos os valores possiveis de z na
expressao

Z =20

onde z; é um nimero complexo conhecido, e n ¢ um nimero inteiro.

Vamos, entao, achar todas as raizes enésimas de z;. Elevamos a
enésima poténcia os dois lados da ultima equagao acima, e fazemos
uso da representagao polar,

2" =zy = r"(cosnl + isennf) = ro(cos by + isen )
portanto, os modulos do lado esquerdo e direito devem ser iguais,
r" =1
o mesmo valendo para os argumentos,

cosnf = cosby , e sennf = senfy

de onde concluimos que n 6 = 0y + 2kw, com k£ =0,1,2,..., ou seja,

o ‘90 + 2kn

n

0
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Mas é preciso observar que, muito embora k possa assumir qualquer
valor inteiro, h4 apenas n valores que implicam em raizes distintas.
Vejamos: para k = 0, temos uma raiz z com argumento y/n; com
k=1, (6p + 2m)/n; e assim por diante até k = n — 1, quando a raiz
possui argumento

90 + 2(n — 1)7T
- .
Porém, para k = n, temos uma raiz com argumento

Oy + 2 0
botonm _bo o
n n

que descreve portanto a mesma raiz com k = 0. Para k = n+ 1
obteremos novamente a mesma raiz com k = 1, etc. Para os valores
negativos, —2m, —4m etc, teremos outras repeticoes. Desse modo,
excluindo repeticoes, ha n raizes de z,

90 + 2k ; ‘90 + 2]€7T:|
§———— +isen ————

18€en

2 = 2™ = /" {CO
n n

sendo £k =0,1,2,...,n— 1.

Juntando este resultado com o Teorema de Moivre, temos a ex-
pressao mais geral,

mby + 2km . mby + 2k
2™ = py™™ [cos 0T b isen —2
n n

comk =0,1,2,....n—1,m € Zen € N*. Aqui, Z é o conjunto
dos inteiros (negativos, zero e positivos); N inclui apenas os inteiros
positivos.

A seguir, listamos algumas propriedades verificadas pelos niimeros

complexos:
(i) 2120 =0=z; = 0 ou 25 = 0;
(i) 21(22 + 23) = 2120 + 21235
(iii) (21 + 22)/23 = 21/23 + 29/ 23, sendo z3 # 0;
)

(iv) Se x = Re(z) é a parte real de z = = + iy, e y = I'm(z) a parte
imaginaria de z, entao

242" =2Re(z2), z—z"=2Im(z);

Aula
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(v) |zl =2 Re(z); |zl = Im(2); || < Re(z) + Im(2);

(Vi) |21 + 22| <[a] + 2] ; |21 = 22| > | [21] = [z |

Na primeira relacao do dltimo item, tem-se a chamada desigual-
dade triangular. Estas desigualdades sao facilmente verificaveis, expe-
rimente prova-las!

ATIVIDADES

Calcule £(4 + 24)(1 — 2i)2.
10
)39

Calcule (v/3 +1)°.
Obtenha todas as raizes de (—4)/4.
Calcule todas as solugoes de (8 + 8i)

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

As vezes, ha varias formas de se resolver um problema. No
primeiro problema, como a poténcia envolvida é baixa, 2, vocé
pode até multiplicar 4 + 27 por 1 — 27, e o que der, multiplicar
por 1 — 2i. Ou vocé pode usar a formula de Moivre para
elevar 1 — 2 ao quadrado, e o que der, multiplicar por 4 + 2:.
Mas, quando a poténcia envolvida for grande, como acontece
no terceiro problema, ¢ bem melhor usar mesmo a férmula de
Moivre.

Calcule

A

2/3

No quarto problema, vocé pode usar a formula para obter as
raizes, ou entao pode usar o procedimento grafico: as raizes
estardo sobre uma circunferéncia cujo raio é a raiz quarta de 4;
a primeira delas terd um argumento (angulo com o eixo real)
igual a um quarto do a4ngulo correspondente a —4 (que é 180
graus! Vocé consegue explicar por que?), e as outras com an-
gulos que se vai obtendo & medida que se soma repetidamente
o angulo de 360 graus dividido por quatro.

A ultima questao combina poténcia e raiz; h4 uma féormula
geral que vocé pode usar. Ou entdo, vocé pode calcular pri-
meiro o quadrado de 8+ 8i, e depois extrair a raiz tripla, com
a formula correspondente ou o método grafico.

-
|
¥
&
-

16
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As respostas dos problemas, para vocé conferir seu procedi-
mento: (1) —2 — 114; (2) 1 +74; (3) —64; (4) 1+, 1 — 4,
—1+14, —1 — 4. Confira a solucao do quinto problema com
seus colegas!

1.2 As Funcoes Analiticas

Vocé provavelmente estd familiarizado com o conceito usual de
funcdo que é, em resumo, uma associacao de cada ponto x de um
dominio & um tnico ponto y = f(x) de um contra-dominio. Inclusive,
costuma-se identificar uma funcao com seu grafico, no caso em que
dominio e contra-dominio estao contidos na reta real R.

Veja o grafico apresentado na figura 1.3: o dominio da fungao
y = f(z) esta contido na reta representada pelo eixo z, e o contra-
dominio no eixo y.

Figura 1.3: Uma funcao de variavel real, a valores reais.

Uma funcao de variavel complexa f obedece a mesma idéia bésica,
sendo uma associagao de cada ponto z pertencente a uma regiao do
plano complexo (o dominio), & um ponto f(z) pertencente a outra
regiao do plano complexo (o contra-dominio), e indica-se matematica-
mente:

f:DcC — CDcCC
2 — f(2)

(leia-se: a fung@o f leva o dominio D contido no plano complexo num
contra-dominio CD de C, associando um ponto z & f(z)). A figura
1.4 ilustra uma funcao de variavel complexa z, que assume valores
complexos f(z).

Aula
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Figura 1.4: Uma funcao de variavel complexa, a valores complexos.

Vamos estudar agora algumas regides do plano complexo, pos-
suindo propriedades interessantes, e que vao ser tteis quando introdu-
zirmos o conceito de funcao analitica.

AIm

Figura 1.5: Uma vizinhanga de zy com raio e.

Uma vizinhanca de um ponto 2z, é o conjunto de todos os pontos
Z para 0s quais
|z — 20| <€

onde € é um numero real positivo. Note que z — z5 € um vetor com
origem em z, e extremidade em z, e |z — zg| € o comprimento desse
vetor. Uma vizinhanca consiste portanto dos pontos interiores (em
breve vamos formalizar este conceito) ao circulo de raio €, com centro
em zy. Note que, pela definicao acima, zy pertence & vizinhanca.
Dizemos que um ponto z; € um ponto de acumulacao de um con-
junto de pontos do plano complexo se e somente se cada vizinhanca
de 2y contiver pontos do conjunto, distintos de z;. Por exemplo, cada
ponto z da circunferéncia de raio € e centro em zy, |z — 29| = €, é ponto

T

P
0
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de acumulagao da vizinhanca de raio € de z;. Ainda com relacao a esse
exemplo, cada ponto z da vizinhanga referida (isto é, cada ponto inte-
rior aquela circunferéncia) é um ponto de acumulacdo da vizinhanga.
Assim, vemos que um ponto de acumulacdao de dado conjunto pode
pertencer a ele ou nao.

Um ponto interior de um conjunto S € C é tal que alguma de
suas vizinhancas nao contenha nada senao pontos de S. Como ja
mencionamos ha pouco, os pontos da vizinhanca de raio € de zy sao
pontos interiores do conjunto S = {z tal que |z — 2| < €} consistindo
da vizinhanca e mais os pontos da circunferéncia |z — zg| = €. S é o
circulo de raio € ao redor de z.

Um ponto de acumulacao que nao é interior ¢ um ponto de fronteira
do conjunto; a fronteira do conjunto S acima referido é constituido dos
pontos da circunferéncia de raio ¢ ao redor de z.

Um conjunto aberto é aquele que contém apenas pontos interio-
res. Um conjunto fechado contém todos os seus pontos de acumulacao
(essa denominagdo é usada para conjuntos limitados, que estdo sem-
pre contidos dentro de certo disco |z| = r, para alguma constante real

Figura 1.6: Regioes conexas e desconexas.

Uma regiao conexa possui a propriedade de que quaisquer dois
pontos da mesma podem ser ligados por uma cadeia continua de um
numero finito de segmentos totalmente contidos na regiao. Veja a
figura 1.6 mostrando exemplos de regides conexas (na esquerda e no
centro), e desconexa (& direita), na qual por exemplo os pontos P; e
P, nao podem ser ligados por uma cadeia de segmentos que estejam
contidos inteiramente na regiao hachurada.

Estamos agora preparados para dar uma definicao importante, va-
mos até coloci-la numa caixa para o merecido destaque!

Aula

|
L

T

o O



(20,

Métodos de Fisica Teodrica |

Uma regiao aberta e conexa é chamada dominio.

Voltando ao conceito de fungao de varidvel complexa, como o ha-
viamos definido: uma fungao f(z) associa pontos z € D de um dominio
D a pontos f(z) pertencentes a um contra-dominio CD (que é também
um dominio no plano complexo, como definido ha pouco). Sempre que
usarmos o termo funcao, estaremos querendo dizer funcao univalente,
isto é, a cada valor da variavel independente z se associa um so va-
lor da funcdo, f(z). Ha até uma regra gréfica, no caso de fungdes de
variavel real, para verificar se um objeto é uma fun¢ao univalente: tra-
¢amos uma reta paralela ao eixo dos f(x) (digamos, uma reta vertical.
Veja a figura 1.7) e observamos em quantos pontos ela corta o grafico
da funcao. Se cortar em um tnico ponto, ela serd funcao univalente
(também se usa o termo "fungdo univoca"). Quando a reta paralela
ao eixo da funcao corta em mais de um ponto o grafico de f, dizemos
que ela é uma funcao plurivoca ou multivalente.

[ fox)

/] ”

Figura 1.7: Uma funcao nao-univoca: para um mesmo x, dois valores

de f(x).

Por exemplo, a fun¢do f(z) = 2/ ndo é univoca: & cada valor de
z estdo associados dois valores de f(z) (as duas raizes), e a fungio é
chamada bivalente.

Cada funcao de variavel complexa tem seu dominio de definicao.
Funcoes do tipo

P(z) = ag+ a1z + ap2® + ... + a,z"
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estao definidas em todo o plano complexo (D = C): sdo os polindmios.
Os coeficientes ag, a1, . . ., a, sdo constantes complexas.
Outras nao estao definidas em alguns pontos ou regioes. Por exem-

plo,

1
2) = ——
/() 22 +1
nao esta definida em z = 44, pois nesses pontos o denominador se
anula. Dizemos que z =i e z = —i sdo singularidades de f(z).

Toda fungao f(z) pode ser escrita na forma

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

onde u e v sao funcoes a valores reais, de duas varidveis reais, = e y.
Por exemplo,

f(z) = 2" = (z +iy)* = (2 —y?) +i (22y) .
() ()
u(z,y v(z,y

Estudemos agora o conceito de limite no contexto da teoria das
fungoes de variavel complexa. Suponha que f(z) esteja definida numa
vizinhanca de um ponto zy, exceto talvez no proprio ponto zy. Entao,

lim f(z) = wo

z—20

se para cada real ¢ existir um real € > 0 tal que, se z # 2,
|z — 2] <0 = |f(2) —wo| <e.

A medida em que z se aproximar de z, f(z) = u + iv deve se
aproximar de wy. No célculo diferencial de funcoes reais vé-se que,
para existir o limite, devem existir e coincidir os limites laterais (a
esquerda e a direita). Aqui, para haver o limite, f(z) deve tender ao
mesmo valor wy, qualquer que seja a direcao segundo a qual z esteja
se aproximando de z.

Exemplo Mostre, usando a definicio, que

. 2348
1m =
z——2 z 4+ 2

16 .

Aula
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Figura 1.8: O conceito de limite para funcoes de varidvel complexa.

Antes de mais nada, note que a fracao nao esta definida no ponto
29 = —2 (numerador e denominador se anulam af).

Formalmente, devemos mostrar que para cada 0 > 0 existe um
e > 0 tal que

2 +8

— 16
z4+2

2 (=2) <6 =

< €.

Para cada § > 0, tomamos € = §% + 8. Sempre que |z + 2| < §
(com z # —2), teremos:

3 2

2128—16' - (Z+2)((5+2)22+4)—16‘:\(22—2z+4)—16]
= |(z—2)*—16| = |[(z +2) — 4]* — 16|
= |(2+2)?=8(z+2)| < |2+ 2|+ 8|z + 2|
< P48 =c¢

como queriamos demonstrar.

E claro que, se a cada vez que calcularmos um limite simples desse
tipo tivéssemos que nos preocupar com as "e-caixas" e "d-caixas",
seria dificil avancar. Vém em nosso auxilio regras praticas de célculo
de limites para funcoes de varidveis complexas. Na verdade, as mesmas
regras validas para o caso real geralmente continuam validas para o
caso complexo.

Enunciaremos a seguir, na forma de teoremas, algumas proprieda-
des cujo uso simplifica o célculo de limites de funcoes de varidvel com-
plexa. Geralmente neste curso nao demonstraremos teoremas, ja que
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nosso interesse principal sao as aplicagoes. Precisamos, sim, conhecer
esses resultados; em alguns poucos casos as provas sao instrutivas, ou
entao bastante simples, e nés as apresentaremos aqui.

Teorema Sendo z =z + iy, f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

m - u(z,y) = Re(wy)
. Y—Y
lim f(z) =wy <— .
z—20 f( ) 0 hm T — g U(:L’,y) = ]m(wo)
Y — Yo

Teorema Selim, .., fi(z) = w; e lim,_,., f2(2) = w,, entdo
(i) lim.— [f1(2) + f2(2)] = w1 + w2 ;
(i) lim._., [f1(2)-f2(2)] = wiws
(iil) lim, ., [f1(2)/ f2(2)] = wi/wy  (se wy # 0).

Dizemos que uma fungdo f(z) é continua em z = z; se e somente
se:

(i) existe f(zo);

(ii) existe lim, ., f(2);

(iii) f(z0) =lim,_,, f(2).

Os polindémios sao fungoes continuas em todo o plano complexo:
para qualquer z € C,
lim P(z) = P(2) .
z—20
Se duas fungoes sao continuas, sua soma, seu produto e seu quo-
ciente (exceto quando o denominador se anula) sdo também fungoes
continuas. Func¢ao continua de funcao continua é continua.
Vamos introduzir agora a derivada. Seja a fungdo f(z) definida
nas vizinhancas de dado ponto z;. Entao a derivada de f no ponto z,
se o limite existir, é:

23,
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Em certo sentido (recordando a observagiao sobre limites) a deri-
vada no ponto z, existe se existir (e for inica) a derivada em todas as
direcoes, e nao apenas em duas direcoes como no caso real. Por isso a
condicao de existéncia da derivada é bastante restritiva.

Exemplo Calculemos a derivada de f(z) = 2 — 2z num ponto
qualquer zy. Se z # z,

f(2) = flz) 2% —m® — 224 2%
z — 20 B z — 20
(2= 20) (2 4 220 + 20°) — 2(2 — %)
N zZ— 20
= z2+zz0—|—202—2,
f'(20) = lim J2) = [ (=) = lim (2% 4 220 + 2% — 2) = 32% — 2.

Z—20 zZ — 20 Z2—20

Polindémios possuem derivada em qualquer parte do plano com-
plexo; valem as relagoes usuais, como:

d

n—1
—Z .
dz

" =nz

Exemplo Vamos tentar derivar f(z) = |2|2. Note que, pela defi-
ni¢do de modulo, f(z) também pode ser escrita na forma f(z) = z.2%,
que facilita o calculo a seguir. Aqui, 6z = z — 2.

f(2) = f(z0) — lim f(z0+ Az) — f(20)

p .
flz) = zh—gzlo z— 2 Az—0 Az
— im (20 + Az) (20" + Az") — 220"
Az—0 Az
~ lim 2020% + 202" + 2* A" + AzAZ" — 292"
Az—0 Az
= Alizrilo (zo* + AzZ* + ZOAA—ZZ) )

Em particular, no ponto zy = 0, f’(29) = 0 (por que?). Considere
agora o caso zg # 0. Se fizermos o limite na direcao do eixo real, isto
é, Az = Ax — 0,

- . Ax y
limite laterala, .o |20 + Az + x| = + 20
x
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e fazendo o limite pelo eixo imaginario, Az = 1Ay — 0,

—iAy

limite laterala,_. * —iA .
1mi ralay—o |20 +(Z y)+zosz

* .
=20 — X0,

assim, os dois limites laterais particulares nao coincidem, logo nao
existe o limite, e consequentemente nao ha a derivada em z; # 0. A
funcio f(z) = |z|? s6 é derivavel em z = 0.

De novo, para calcular derivadas, na pratica, nao é necessario fazer
tudo isso, existem regras que podem ser usadas, como as que seguem.

Teorema
d
a(constante) =0
d
Zr =1
dzz
d _dfy | dfs
@(f1+f2) = EJFE
d df dg

—(f9) = —g+1
d <f) gdf/dz — fdg/dz

dz \ g g2

d _dfdg

1z l9(2)] = d_g@
ATIVIDADES

1. Responda e explique: a regido |z — 2| > 2 é um dominio? E
limitada?

2. Responda e explique: a regiao |z — 1| < 2 é aberta ou fechada?
E limitada ou ndo? E conexa ou ndao? Pode ser um dominio?

3. Responda e explique: a regiao Im(z%) > 1 ¢ aberta ou fechada?
E limitada ou nao? E conexa ou nao? Pode ser um dominio?
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para resolver estas trés questoes, em primeiro lugar vocé tera
que tentar visualizar essas regies (se conseguir fazer um gra-
fico, 6timo), e observar se se trata de uma regido aberta e
conexa. Se essas duas condicoes se verificarem, a regiao é
um dominio. Quanto a ser limitada, isso significa que ela
estd contida num circulo com um raio suficientemente grande
(mas finito). Vocé encontra exemplos de regides satisfazendo
a todos esses critérios no texto.

Respostas as questoes: (1) Nao; ndo. (2) Aberta. Limitada.
Conexa. E um dominio. (3) Aberta. Nio é limitada. Nao &
conexa. Nao é dominio.

CONCLUSAO

Em funcao da grande utilizagao dos complexos em Fisica, é necessario
fixar alguns conceitos sobre as fun¢oes de variavel complexa. Um dos
mais importantes é o de dominio de uma fun¢do complexa. Esten-
dendo os conceitos de limite e derivada ao caso das fun¢oes de variavel
complexa, preparamos o terreno para a introducao das fungoes ana-
liticas, que por possuirem notaveis propriedades, sao as mais usadas
em aplicagoes fisicas.

RESUMO

Nesta aula vocé relembrou operacoes basicas com os niimeros comple-
x08, e tomou contato com as funcoes de varidvel complexa, que além de
uma lei de associagao de pontos, pressupoem um dominio de defini¢ao
(e um contra-dominio). Vocé também acompanhou a formalizagao dos
conceitos de limite e derivada para as funcoes de varidvel complexa.

PROXIMA AULA

Na proxima aula vocé aprenderd como reconhecer se dada funcgao
é analitica ou nao, conhecerd funcgoes analiticas simples e usuais, e
aprenderé a calcular integrais de funcoes de varidvel complexa.
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