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Funcoes Analiticas ||

META

Conceituar fun¢io analitica, apresentar algumas func¢bes analiticas elementares de uso
frequente em Fisica e suas propriedades. Apresentar técnicas de célculo de integrais
de funcdes de variavel complexa, sobre caminhos simples no plano complexo.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de: determinar se dada func3o de variavel
complexa é analitica ou n3o; trabalhar com funcdes analiticas elementares; calcular
integrais de funcdes de varidvel complexa em contornos simples.

PRE-REQUISITOS

Assunto visto na aula anterior, "Fun¢des Analiticas I".
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INTRODUCAO

As funcoes analiticas, por possuirem propriedades importantes de
continuidade e derivabilidade, sao de uso frequente em Fisica Teoérica.
Para saber se dada funcao é analitica, fazemos uso das condigoes de
Cauchy-Riemann, agregadas a critérios de continuidade. Veremos al-
guns exemplos de fungoes analiticas muito usuais, as chamadas fungoes
elementares. Outra ferramenta de trabalho das mais importantes, com
a qual tomaremos contato nesta aula, consiste na técnica de calcular
integrais no plano complexo.
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2.1 As Condicoes de Cauchy-Riemann

Teorema  Condigdes necessarias (mas nao suficientes!) para a
existéncia da derivada:

Se a derivada f’(z) de uma fung¢do f(z) = u+iv existe num ponto z,
entdo estao satisfeitas nesse ponto as condicées de Cauchy-Riemann,

oo o o
or oy’ oy Oz’

a derivada é dada por:

oo
= B Zax_ay Z@y'

Aula

Demonstracao
fe) = g HEEEIZIE
_ oy et ATy + Ay) —u(z,y)] + ifu(z + Az, y + Ay) — v(z,y)]

Az—0 Az +1 Ay

e como a derivada existe, o limite existe (e ndo depende da direc¢do).
Facamos Az = Ax:

[u(z + Az, y) —u(z,y)] + i[v(z + Az, y) — v(z,y)]

Jz) = Alu}crilo Az
- Ox ! oxr

Por outro lado, fazendo Az =i Ay,

[u(z,y + Ay) —ulz,y)] +ilv(z,y + Ay) —v(z,y)]

f'(z) = lim

i Ay—0 1Ay
o
Oy Z@y'

Da igualdade dessas duas "derivadas laterais" seguem as condicoes
de Cauchy-Riemann.

Teorema CS Condigoes suficientes (mas nao necessérias!) para
a existéncia da derivada:
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Sejam u e v fungoes reais e univalentes de = e y as quais, junta-
mente com as derivadas du/dz, du/dy, Ov/0x, dv/dy, sdo todas con-
tinuas. Se essas derivadas parciais satisfazem as condi¢oes de Cauchy-
Riemann, entao existe a derivada.

Desconhece-se até o momento um conjunto de condigoes para a
existéncia da derivada que sejam ao mesmo tempo necessérias e sufi-
cientes.

Uma fungao é analitica num ponto z; se for derivavel nao s6
em 2y, como em todos os pontos de alguma vizinhanga de z,. Uma
funcao é analitica num dominio se for derivavel em todos os
pontos do dominio. Serd uma fungao inteira quando for derivavel
em todos os pontos do plano complexo.

Polinémios sdo fungdes inteiras. A fungao f(z) = |z|* nao é anali-
tica em nenhum ponto, pois s6 é derivavel em z = 0 (e em nenhuma
vizinhancal).

Soma, produto e divisao de fun¢oes analiticas sdo analiticas, exceto
quando o denominador se anular. Funcao analitica de fun¢ao analitica
é analitica.

Um alerta: no caso de funcoes de variavel real, uma funcao conti-
nua é derivavel exceto nos chamados "pontos angulosos". Aqui, isso
nao vale. Por exemplo, f(z) = |z|? é continua em C, mas s6 é deri-
vavel em z = 0. Portanto, cuidado ao estender os resultados do caso
real ao caso complexo (consulte, para saber mais detalhes, uma das
referéncias citadas na bibliografia deste curso).

2.2 Funcoes Elementares

Falaremos agora um pouco sobre algumas funcoes analiticas usuais:
sao as '"funcoes elementares".
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2.2.1 A Funcao Exponencial
A funcao exponencial complexa é definida através da relacao

e ="t = e” (cosy +iseny).

Note que u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = —e* seny, e
ou Jv ou . v
— =¢€"cosy = —, — = —€e"seny = ——,
ox Y dy oy Y ox

portanto w, v, du/0z, ..., Ov/OJr sao continuas em C e valem as
condicoes de Cauchy-Riemann.

Pelo Teorema CS, existe a derivada (em todos os pontos de C).

Também, como e* # 0, para qualquer z, segue que e~* também é
analitica em todo C, isto é, e7* é uma funcao inteira.

A funcao exponencial complexa possui propriedades semelhantes
ao caso real, como por exemplo

z .

e # 0;
efle?2 = pA1t22 :

et

- = z1—22 .
22 ‘ ’

L

dz

Ha uma propriedade nova, bem diferente do caso real:

et = ¢* (periodicidade) .

2.2.2 As Funcgoes Trigonométricas

As fungoes seno e cosseno, de variavel complexa, sao introduzidas

assim:
eiz _ e—z’z eiz + e—z’z
senz = —— cos 7z = ———;
21 ’ 2 ’

essas expressoes se obtém de uma extensao da féormula de Euler,

e* =cosz+isenz.

Aula

' 33,



(34

Métodos de Fisica Teodrica |

As propriedades verificadas pelas funcoes trigonométricas seno e
cosseno complexas sao copias das expressoes do caso real,

—Senz = COSZ;
dz
d
—cosz = —senz;
dz
2 2, _ q.
sen“z +cos‘z = 1;
sen(z+2nm) = senz;
cos(z+2nmw) = cosz;

dentre outras.

E importante vocé observar que sen z e cos z s6 tém zeros reais.

Atencao: o fato de valerem as mesmas propriedades do caso real
nao é coincidéncia. Isso decorre do conceito de continuagao analitica
e de um teorema sobre zeros de funcoes analiticas. Na verdade, as
funcoes elementares complexas, quando tomadas sobre o eixo real,
correspondem as mesmas funcoes elementares de varidvel real, nossas
conhecidas, e no restante do plano complexo, as féormulas cléssicas
ligando as varias fungoes reais continuam véalidas, como se fossem "es-
tendidas" por todo o C. Esta extensdao da validade de féormulas no
eixo real a todo o plano complexo revela-se como uma das proprieda-
des surpreendentes, e que confere uma certa beleza e poder a teoria
das funcoes analiticas.

Outras fungoes trigonométricas complexas podem ser definidas a
partir do seno e cosseno,

sen z
tgz = ;
cos z
coSs z
ctgz = ;
sen z
1
secz = X
cos z
1
cscz = .
sen z

Seno e cosseno complexos sao fungoes inteiras. Como dissemos
acima, os zeros de seno e cosseno complexos sao aqueles usuais so-
bre o eixo real, e dai decorre que a tangente e a secante complexas
terdo como pontos singulares: +m/2,£37/2,..., e a cotangente e a
cossecante terao singularidades em: 0, &7, £27, ...
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Valem as féormulas, nossas velhas conhecidas do caso real,

—tgz = sec2z;

ti*>z+1 = sec’z

dentre outras.

2.2.3 As Funcoes Hiperbdlicas

As fungoes hiperbolicas complexas, seno hiperboélico, cosseno hi-
perbdlico e tangente hiperbolica complexas, sao definidas a partir da
funcao exponencial complexa,

e’ —e
hz = —
sh z 5 ,
e +e*
hz = ——
chz 5 ,
sh z
tghz = —.
gz chz

A propriedade nova aqui é a periodicidade: sh z e ch z tém periodo
2mi e tgh z é periddica com periodo .

2.2.4 A Funcao Logaritmica. Ramos

Para definir a funcao logaritmica complexa, é melhor usar a repre-
sentagao polar de z,

inz = In [Tew}:lnr—l—ln et
= Inr+160

desde que r > 0.

Temos ai uma funcao multivalente, pois o0 mesmo ponto z pode
ser representado por 6, 0 + 27, 6 + 4w, ..., e para esses diferentes
valores de 6 temos distintos valores de In z, quais sejam: In7r + i,
Inr+i(0 £2n), Inr+i(0 £ 4n), ...

Escolhe-se portanto um dominio onde [n z seja analitica e univa-
lente. Uma possibilidade é o chamado "ramo principal",

r>0, —T<f<T.

Aula
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Se escolhessemos a regido r > 0, —7 < 6 < 7 (isto é, o plano
complexo todo menos a origem, na qual inr nao esta definido) cada
ponto xy < 0 do eixo real negativo seria um ponto de descontinuidade
de In z, como vamos explicar: o limite "por cima" seria In |zo| + i,
e "por baixo" In|rg| — im. Também, nesses pontos do semi-eixo real
negativo, a funcao In z nao seria analitica. Veja a figura 2.1 mostrando
o ramo principal, no qual se excluiu o semi-eixo negativo para evitar
as referidas singularidades.

Figura 2.1: O ramo principal da fun¢ao logaritmica.

O raio # = 7 (semi-eixo real negativo) é chamado corte de ramo e
z = 0 um ponto de ramificacao. Exemplos de outros ramos de [n z:

r >0, 0<60<2m
r >0, T™<0<3m

Valem as propriedades usuais, como:

—lInz = E
dz oz
lne* = =z
elnz —
Inz1zg = Inz +1Inz
Z1
In— = Inz —Inz.
22
ATIVIDADES

1. Mostre que e* é uma funcao inteira.
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[\l

. Idem, para sen z. Mostre que sua derivada é cos z.

w

. Mostre que sen? z 4 cos? z = 1.
4. Calcule: (a) sen2mi; (b) chin (¢) tgim/2.

5. Demonstre que In (z; + z3) = Inz; + In 2.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para resolver os dois primeiros exercicios, vocé tera que fazer
uso das condic¢oes de Cauchy-Riemann, nao apenas calculando
a derivada, mas determinando em que pontos essa derivada
existe. Do terceiro ao ultimo exercicio, tera que partir da
definicao das funcoes elementares. Confira com seus colegas
o resultado dos exercicios quarto e quinto.

2.3 Integrais

Vamos passar agora ao estudo de integrais de funcoes de variaveis
complexas. Neste texto, vamos nos manter sempre dentro da pers-
pectiva de concentrar em aplicagoes, abrindo mao da apresentacao
axiomética e dedutiva da teoria das variaveis complexas, apesar de ser
esta reconhecidamente muito bela e poderosa. Apresentaremos, no
que segue, alguns exemplos ilustrando o cdlculo de integrais seguindo
certos caminhos no plano complexo.

Exemplo Calcule:

/B(l +22)dz

o
ao longo do segmento de reta unindo a origem O e o ponto B =1+
do plano complexo (veja a figura 2.2). Compare com o célculo pelo
caminho OA e AB (OA =1, AB = 1).
O célculo de integrais de fungoes complexas lembra um pouco o
calculo de integrais de linha no plano, envolvendo funcoes de duas
variaveis reais.

Aula
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0 A

Figura 2.2: Alguns caminhos possiveis no plano complexo, ligando os
pontos O (origem) e B =1+ 1.

Quando z percorre o caminho reto OB, suas partes real e imagi-
néria podem ser parametrizadas assim:

com t variando de 0 a 1,

B B
/ (1422)dz = / (14 2z + 2iy)(dz + idy)
0 o)

_ /01(1+2t+2it)(dt+idt):
_ (1+¢>/01[<1+2(1+¢mdt
= (1+z’)/01dt+2(1+z’)2/01tdt
= 1+i+2(1+@')2%

=1+3:.

Agora, para calcularmos a integral ao longo do segmento OA, pa-
rametrizamos x =t e y = 0:

A 1
/ (1—|—22)dz:/ (14 26)dt =2
6) 0

e no caminho AB, r = 1 = constante, y = t,

B 1
/ (1+2z)dz:/(1+2+2it)(0+@'dt):—1+3i.
A 0
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Resumindo, a integral no caminho OA que obtivemos foi 2 e no
caminho AB foi —1 + 3¢, portanto a soma das integrais nos caminhos
OAe AB vale: 2 —1+ 3i = 1+ 3i ou seja, igual a integral calculada
pelo caminho OB.

Voceé pode (e deve!) fazer também calculo semelhante pelo caminho
OC e depois CB, o resultado também deve dar 1 + 3.

Ou, fazendo a integral no caminho fechado OABCO (percorrendo
o quadrado em sentido anti-horario), obtemos o valor:

/ (1+22)dz=24(-1+3i)+(—2—2i)+ (1 —14) =0,
OABCO

onde tivemos que inverter o sinal das integrais obtidas para BC' e CO,
ja que por exemplo

/C(1+22)dz:—/3(1+2z)dz.

B C

Vocé pode verificar também que as integrais nos triangulos O ABO
ou OBCO também se anulam. Tais resultados nulos quando se calcula
uma integral em um percurso fechado nao é uma coincidéncia, como
veremos!

Exemplo Calcule:

1+2
/ —i-zzdz
C V4

onde C ¢é a circunferéncia |z| = 1 orientada no sentido anti-horério
(veja a figura 2.3).

Usamos, neste caso, a representagao polar, z = re® = e (pois
r=1),

14+2 d d
/ i “dr = /—Z+2 i
c 2 c 22 c <

27 eiQZ’de 27 eieide
- 5 T2 i0
0 € 0 €

0727
= Z|: } + 4 = 4.

No exemplo anterior, a integral de (1 + 2z) ao longo do caminho
fechado (um quadrado) se anulou; aqui, a integral de (1 + 2z)/2? na

Aula
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Figura 2.3: Uma circunferéncia orientada, de raio 1, no plano com-
plexo.

circunferéncia nao é nula. Ha uma explicacao para isso: veja o teorema
de Cauchy-Goursat, que enunciaremos a seguir.

Teorema de Cauchy-Goursat Seja f(z) analitica sobre um
caminho fechado C e em seu interior. Entao,

/Cf(z)dz:O.

No ualtimo exemplo visto, f(z) = 1/z nao é analitica no ponto
z = 0, que esté no interior do caminho C, daf a integral nao ser nula.

O teorema de Cauchy-Goursat pode ser colocado numa forma mais
geral.

Extensao do Teorema de Cauchy-Goursat Seja f(z)
analitica sobre um caminho fechado C e em seu interior, exceto num
conjunto de pontos zi, 2o,...,2, que podem ser isolados dentro de
circulos Cy, Cy, ..., C,. Chamaremos de B a fronteira constituida
por C (tomada no sentido anti-horério) e por Cy, Co, ..., C, (sentidos
horarios). Ou seja, B é a fronteira da regido hachurada da figura
2.4, orientada de forma tal que a regido esteja sempre a esquerda da
fronteira quando ela é percorrida no sentido da orientagio (esse é o
tipo de orientagdo que se convenciona chamar de positiva). Entéo,

/Bf(z)dz:o.
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Figura 2.4: Uma regiao e sua fronteira orientada B.

/B () dz

1+22
sen z/2

Exemplo Calcule:

onde

f(z) =

e BB é a fronteira da regido entre o circulo |z| = 4 e o quadrado sobre
as retas x = +1, y = +1, orientada positivamente (figura 2.5).

Jhi%
7 /-.D zar'r_wMI

Figura 2.5: Uma regiao entre uma circunferéncia e um quadrado, no
plano complexo.

Notamos que (1+2z)/sen (z/2) é analitica, exceto para sen (z/2) =0,
0 que ocorre para:
z=0,£2m, +4m, ...

Portanto, entre a circunferéncia e o quadrado, e sobre eles, a funcao
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é analitica, logo pela Extensao do Teorema de Cauchy-Goursat,

éf@ﬁhZ

O resultado que apresentaremos a seguir ¢ um dos mais importan-
tes.

Foérmula Integral de Cauchy Seja f(z) analitica sobre um
caminho fechado C e em seu interior. Se z; é interior a C, entao

L[ ).

2mi c?Z— 20

Este resultado é simplesmente espetacular! Conhecendo-se o valor
de f(z) sobre o contorno C, conseguimos calcular o valor da fun¢do
f em cada ponto z; interior a C. Em outras palavras, a funcao esté
completamente determinada numa regido, se conhecemos seus valores
no contorno dessa regiao. Isso mostra também que o conceito de
fungao analitica é bastante restritivo. Outra propriedade forte: se f(z)
é analitica numa regiao, suas derivadas de todas as ordens também
serao analiticas nessa regiao.

Exemplo Calcule a integral

e_z
—d
/cz—m'/2 :

onde C é o contorno do quadrado entre as retas x = +2, y = +2,
orientada positivamente (figura 2.6).

Para resolver este problema, note que f(z) = e™* é inteira (ana-
litica em C e em seu interior); zo = im/2 é interior a C. Logo, pela
formula integral de Cauchy,

—Zz

/67, dz = 2mi f(z) = 2mie ™% = 271
c

z—mif2
ATIVIDADES
1. Considere os pontos no plano complexo: O = 0; A = 4; B =
4+ 2i, C = 2i. Seja f(2) = f(z +1iy) = (3+ 2% — y?) + 2zyi.

Calcule a integral complexa
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~2i

Figura 2.6: Um contorno quadrado no plano complexo, para uso da
formula integral de Cauchy.
B
| e
0

nos seguintes caminhos ligando O a B: (i) segmento de reta
OB; (ii) segmentos de reta OA e AB; (iii) segmentos de reta
OC e CB. (iv) Calcule também a integral no caminho fechado
percorrendo o retangulo no sentido anti-horario: OABCO. Com

base nesses resultados, vocé pode suspeitar que f(z) é analitica
no quadrado OABCO?

2. Calcule [, f(z)dz onde

223+ 314
=

e C é a circunferéncia de raio 2 com centro em A = 1+ 4, orien-
tada positivamente

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para o célculo dessas integrais, vocé tera que seguir os exem-
plos resolvidos no texto. No primeiro problema, terd que fazer
uma parametrizacao de x e y para cada um dos segmento de
reta referidos. Para conferir: os itens (i), (ii) e (iii) dao a
mesma respostal O {tem (iv) deve fornecer um valor nulo. A
resposta do segundo problema é —6.

Aula
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CONCLUSAO

As fungoes analiticas gozam de propriedades bastante restritivas,
como a continuidade e derivabilidade, e por isso mesmo possuem ca-
racteristicas que as tornam bastante tteis na Fisica Teorica, como
expresso por exemplo na férmula integral de Cauchy. Isto permite
que sejam usadas no calculo de integrais no plano complexo.

RESUMO

Nesta aula definimos fun¢ao analitica, tomamos contato com fun-
coes analiticas elementares, e introduzimos a técnica de calculo de
integrais em alguns caminhos no plano complexo.

PROXIMA AULA

Na préxima aula estudaremos as expansoes em séries de Laurent,
e o calculo de integrais por residuos.
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