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Funcoes Analiticas Il

META

Apresentar a técnica de desenvolvimento de funcdes a valores complexos
em série de Laurent, calcular residuos e, através destes, efetuar o calculo
de integrais de varios tipos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: efetuar expanses em
séries de poténcias positivas e negativas; calcular residuos de funcdes
complexas; calcular integrais em caminhos fechados no plano complexo,
e integrais reais com o auxilio dos residuos.

PRE-REQUISITOS
Assunto visto nas aulas anteriores, Funcdes Analiticas | e Il.
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INTRODUCAO

Um dos tipos de aplicagoes mais relevantes das funcoes de variavel
complexa em Fisica é o calculo de integrais através de residuos. Nesta
aula mostraremos como podemos, a partir de uma funcao de variavel
complexa, obter uma expansao em série de Laurent e, desta, conseguir
o residuo ao redor de uma singularidade. Tal técnica é aplicada para o
calculo de integrais no plano complexo, e também de algumas integrais
reais.
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3.1 Séries de Laurent

Muito embora tenhamos reservado um outro capitulo (posterior)
deste curso para séries infinitas, precisaremos antecipar alguns resul-
tados, que serao melhor discutidos adiante.

Teorema Seja f(z) uma fungdo analitica em todos os pontos in-
teriores a um circulo Cy com centro em z, e raio ry. Entao, em cada
ponto z interior a Cy, a série de Taylor para f converge,

f'(20) f"(20)
1! 21

(z—20)%+ ...

f(z) = f(20) + (z —20) +

Observe que a série de Taylor acima para f(z), tomada em torno
de z = 2y, € uma série de poténcias positivas de (z — zp).
Exemplo Represente a funcio

3z
22 -9

f(z) =

em série de poténcias positivas e negativas de (z — 3), que convirja
para 0 < |z — 3| < 6 (isto corresponde ao interior de um circulo de
raio 6 com centro em z = 3, excluido o préprio ponto z = 3).

Neste caso, zp = +3, e queremos representar f(z) em série de
poténcias de (z — 3). Escrevemos, antes de mais nada:

3z 1 3z
f) = 22-9 z-343’
3z _ 3 z+3_ 3 _
243 243 z+3]|’

e agora vamos expandir ¢g(z) = 1/(z + 3), de acordo com a série de
Taylor. Precisaremos das derivadas de g,

1 -1 _(-1(-2)

9(z) = m; 9'(z) = m; 9"'(2) = (> 1 3)° ;
" (_1)(_2)(_3) .
g"(2) Goar

Aula
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e, com isso,
1
9() = z243
1 1(=1) 142! 9
== 6+F 62 (Z— )—i-gﬁ(z—?)) +
1 (=3 3
+§ 64 (2—3) + ...

A fungdo f(z) fica, finalmente:

) = zi33{1_zi3}
39 {%_(2—3)+(2—3)2 (z—3)3+m}

2+3 243 62 63 6t

1 ~(z-3) (z—3)2_

1
2(--3) 4 24 144

Teorema Se f(z) é analitica entre as circunferéncias C; e Cy, e
sobre elas, entao para todo z entre C; e C,

f(Z) = [A0+A1(Z—ZQ)+A2(Z—Z0)2+] +
n { Ay n Ay
z—2 (22— 20)?

+ ...

+o0o
= Z An (Z - ZO)n )

n=—oo

sendo z restrito & regido r; < |z — 29| < 72 (que é a coroa circular
mostrada na figura 3.1), e os coeficientes A valem:

1 f(z)
21 Je, (2 — z)" 1
1 f(2)

A, = — [ ¥ =192,
211 Je, (2 — 29) 7"+ (n )

A, = (n=0,1,2,...);

Uma série como a apresentada acima é chamada série de Laurent.
Entretanto, ndo é com tais expressoes de A, e A_, envolvendo
integrais que, na pratica, obtemos os coeficientes da expansao. Em
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Figura 3.1: A regiao no plano complexo entre as circunferéncias C; e
C, em torno de z.

vez disso, recorremos a expansodes como a do exemplo anterior, ou a
expansoes usuais para funcoes de variavel real que se estendem sem
alteragdo ao caso complexo, como as séries de McLaurin (ou seja, séries
de Taylor em torno de z = 0) seguintes:

s 1L 2228 .
e = +ﬁ+§+§+...,
22 24
cosz = 1—§+E—...;
2 2P
1

= 14z+224234+....
1—=z

Exemplos Apresentaremos agora dois exemplos de expansoes em
série tipo Laurent. Considere

1
z)=——;
/() z+3
a funcao f apresenta apenas um termo da série de Laurent ao redor
de zop = —3, sendo A_; = 1 e todos os outros A, sao nulos. Seja a
funcao
2
e * 1 -2 (=2?)?
O e L TR TR
1 1 23
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e os primeiros coeficientes para g(z) sdo, claramente, A 3 =1, A_; =
-1, Ay = 1/2, A3 = —1/6. Observe que os Ay; sdo nulos. Essa
expansao se fez ao redor de z; = 0.

3.2 Pontos Singulares. Residuos

Definicao Diremos que z, é um ponto singular isolado de f(z) se
f for analitica em todos os pontos de alguma vizinhanca de z,, exceto
em zjp.

Exemplos Um exemplo clissico de ponto singular isolado é o
ponto zy = 0, para a func¢do f(z) = 1/z. Como outro exemplo, consi-
dere a funcao

o 1+22
9(2) = m ,
neste caso temos os pontos singulares isolados z = 0, z = 43¢ e
z = —3i, que anulam o denominador da fracao.

Ja a fungdo h(z) = sec(m/z) tem como pontos singulares os zeros
do cosseno de 7/z, que sdo obtidos de:

T4l 3T
z 2 2 2
e assim 5 9
=42, £—,+—, ...
37 5

Todos esses sdo pontos singulares isolados de h(z). Porém, o ponto
z = (0 é ponto singular, mas nao ¢ isolado, uma vez que toda vizinhanca
de z = 0 contém outra singularidade, da forma 2/(2N + 1) para algum
N suficientemente grande.

Teorema Quando 2, for um ponto singular isolado de f(z), existe
uma expansao em série de Laurent para f(z) ao redor de zy. O coefici-
ente A_; que multiplica 1/(z — zp) nessa expansio é chamado residuo
de f(z) no ponto zo, e vale:

Res f(:)].o., = A = 5 [ 1)z,

" 2mi

Temos ai um poderoso método de calcular integrais! Veremos a
seguir alguns exemplos.



Funcdes Analiticas Il

Exemplo Calcule a integral

3z
d
/022—9 :

onde C é o circulo |z —2| < 2, com centro em z = 2 e raio 2, orientado
no sentido anti-horario.

Antes de mais nada, observe que a fun¢iao no integrando é analitica
dentro do referido circulo, com excessao do ponto zy = 3. Portanto,
pelo teorema anterior, a integral serd proporcional ao residuo da fun-
¢ao no ponto zy = 3. Tinhamos achado, num exemplo anterior, a
expansao:

3z 1 1 (2—-3) (2-3)?

29 20:-3) 4 2 ' iu
e vemos que o coeficiente do termo 1/(z — 3) vale 1/2, exatamente o
residuo de que necessitamos. Assim,

1 1
A_lz— /idz,

2:2—7” 022—9

3
/Z229dz:7ri.
022 —

Note que o circulo C nao é centrado na origem, nem em z = 3. Na
verdade, o caminho nao precisa nem ser um circulo! Basta ser fechado
e envolver (apenas) a singularidade isolada zy = 3.

Da Extensao do Teorema de Cauchy-Goursat decorre o seguinte
resultado.

Teorema dos Residuos Suponha que C seja um caminho fe-
chado, tal que f(z) é analitica sobre C e em seu interior, exceto num
ntmero finito de pontos singulares isolados 21, 23, ..., 2, interiores a
C. Entao,

/Cf(z) dz = 2mi ZRes f(2)]., -

Suponha que z, é ponto singular isolado de f(z), e que A_,, 1 =

A_,_o = ... =0. Nesse caso, a expansao de f(z) ao redor de z; é
dada por
A_1 A_2 A_n +o0
= et —— A, (z—2)".
f(2) z—z0+ (z—zo)2+ +(z—zo)"+z (z — 20)

n=0

Aula
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Figura 3.2: Um caminho C no plano complexo, contendo alguns pontos
singulares isolados 21, 29, ..., 2,.

Nessas condigoes, o ponto singular isolado 2, é um polo de ordem n
de f(z). Se f for analitica, exceto por pontos singulares que sdo
polos, entao recebe o nome de fungao meromorfa. Quando a parte de
poténcias negativas de (z — zp) tiver uma infinidade de termos, z, é
um ponto singular essencial de f(z).

Exemplo A funcio:

2242

fe) ===

tem um polo simples (isto ¢, polo de ordem 1) em zy = 1, pois

22+ 2 22 =241 2242  (-1)
= + -
z—1 z—1 z—1 z—1
(1)
= 1.(z—1 2
(z—1)+ +z—1

e o residuo de f(z) nesse polo vale (—1).
A funcao

terda um polo de ordem 2 em 2, = 0, j4 que, usando a expansao em
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série de Taylor para o seno,

senz 1 23 2P
Z?’ = ? Z—a—i‘g—...

Neste polo, o residuo de g sera nulo.
O ponto zy = 0 é também um ponto singular para a funcao h,

el/z _ e—l/z

h(z) = sh1 =

1 1+11+11+11+
2 10z 2022 3123 77

1 11+11 11+
1z 2022 3123 °7

mas esta singularidade é essencial. O residuo de h vale 1.

Neste ponto, vamos tentar reunir as idéias a respeito do célculo de
integrais por residuos.

Se valer a convergéncia da série de Laurent para dada funcao anali-
tica numa regidao delimitada por um contorno C, ao redor de um ponto
singular isolado 2y, entao

QWiA_lz/Cf(z) dz .

Calcularemos indiretamente essa integral, através de série tipo Laurent
de onde identificamos o residuo A_i, que é o coeficiente do termo
1/(z — zp) nessa expansdo. Mas ha outras formas de se calcular o
residuo.

O residuo num polo simples pode ser obtido, em muitos casos mais
facilmente, através do limite:

Res [f(2)].—., = lim [(z — 2) f(2)].

z—20

Mais geralmente, calcula-se o residuo num polo de ordem n com a
seguinte expressao:

Res (7)., = gy i { s [ = )" 1))

Aula
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Em particular, se f(z) for uma razao de duas fungoes,

_w(2)
f(z) = i)

entao o residuo de f no ponto singular 2z, pode ser obtido de:

R€8 [f(z)]z:ZO - ’1;0/((200))

sendo zy um zero simples de f (ou seja, f(z0) = 0) e desde que (z)
nao seja nulo.
Exemplo Retomemos o exemplo anterior que envolvia o cilculo

do residuo da funcao

3z 3z
2-9  (2+3)(z-3)

f(z) =

no ponto singular zy = 3. Usaremos, desta vez, a formula acima para
polo simples,

()O(ZO) [%}223 _3
Rl = 52 = ™ =

dz

Da mesma forma, poderiamos calcular rapidamente o residuo dessa
funcao no ponto z = —3,

Res[f(2)]. 5 = [— =

Exemplo Calcule a integral

3z
/022_9612

onde C é a circunferéncia |z| = 4, orientada no sentido anti-horario.
A funcao no integrando é a mesma de um exemplo anterior, mas
agora o caminho C envolve dois polos simples, 2 = —3 e z = +3. Com
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os residuos calculados no Exemplo anterior, 1.15, vem:

/ 23Z dz = QWi{RES { 2SZ ] + Res [ 232 } }
cz—9 22 =9],_ 43 22 =9].__3

= 27Ti{§+§}=6m'.

2 2

Exemplo Calcule a integral

]:/C(z2+4)(z+4)dz

onde C é a circunferéncia |z| = 3, orientada no sentido positivo.
Vemos que a fungdo f(z) no integrando tem singularidades em

21 = 421, 29 = —2i e z3 = —4, todas correspondendo a polos simples,

mas z3 estd fora do caminho fechado C. Pelo Teorema dos Residuos,

I =27mi{Res[f(2)].=12i + Res[f(2)].=—2:}

No polo simples z = 421, o residuo vale:

R I 2 16 —2—4:
es = 111 = =
=42 (24 2i)(z +4)  4i(2i +4) 5
eem z = —21,
4 .
Res — lim z _ 16 :2—1—42‘

—-2i (z —20)(z+4) (—4i)(—2i +4) 5
Assim, [ = 0.

Exemplo Calcule a integral

]:/Cf(z)dz

onde C é a circunferéncia |z| = 4, orientada positivamente, e

3423

&=

|55



Métodos de Fisica Teodrica |

Dentro do caminho fechado C temos um polo simples em z = 3 e
um polo duplo em z = —1. Os residuos valem:

3423 30 15

Res[f(z)].=3 = £E%m “ 16" 3

dz z —3 —

Res[f(2)],=-1 = Zl_i}q_ll{ o (z —3)2
B.(-4)—(3-1)1 T

i3+z3} B 322.(2 —3) — (3+2%).1

(—4)? 8

A integral vale, entao,

1
I =2mi (—g—l—g) = 2me.

O método também pode ser usado para calcular integrais reais,
como ilustram os seguintes exemplos.

Exemplo Calcule a integral por residuos,

< 1
I = dz .
/0 24t

Antes de mais nada, vé-se que

< 1 1 [T 1
dr = - —d
/0 214" 2/_00 214"
devido ao fato do integrando ser uma funcao par.

Considere, por um momento, um contorno fechado na forma de
semi-circulo de raio R, como o mostrado na figura 3.3. Podemos es-

crever:
/ dz B /+R dx +/ dz
C22+4_ R 332-1-4 CR22+47

mas a integral a esquerda, no semi-circulo fechado C, pode ser calcu-
lada por residuos,

d 1 1
/2Z = 2mi Res =2m lim _:27ri—_zz.
c22+4 2244, =42 Z + 20 4i 2
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-R
Figura 3.3: Um caminho para o célculo de integral real.

Quanto a integral sobre o semi-circulo Cr, vemos que:

N P S
2+4|7 |22-4 R2-4

uma vez que, sobre o circulo, z vale Re”. Integrando, obtemos:

/ dz ‘S/ |dz| < 1 /Rd@z TR
CR22+4 Cr |Z2+4| R2—4 0 R2—4

que tende para zero a medida que R tende para infinito. Nesse limite,
T / T dx
2 ) 2244
+o0 d
I= / =
o x*+4 4

Exemplo Calcule a integral por residuos,

/27r de
1= _—
o 9+3cosb

Note que o denominador do integrando nao se anula. O truque
aqui usado é efetuar uma mudanca de variavel,

Por fim,

z=¢: dz=1ie?di=izdb.

Aula

|57



Métodos de Fisica Teodrica |

el +e z4+1/z 241
2 2 2z
Com isso, o denominador do integrando de I se escreve:

cosf =

241 322410243
5+3cosfh = 5+3Z + =22 Tt
2z 2z

3(z+1/3)(z+3)
2z

e podemos agora calcular I por residuos,

2z dz .
h= /c 3(z+1/3)(z +3) iz = 2mi Res[f(2)].=—1/3
ATIVIDADES

1. Classifique as singularidades de (z — 4)/(2* — 42%) (diga se se
trata de polo, de que ordem, ou se é singularidade essencial).
Ache os respectivos residuos.

2. Calcule as integrais reais seguintes, usando residuos:

I_/27r dx
e o l+ecosx
< dx
I, = —_
? /0 x4+ 1

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

sendo |¢| < 1;

Tanto para fazer a classificacdo das singularidades, quanto
para calcular as integrais /; e I, vocé deve seguir um proce-
dimento semelhante aos exemplos resolvidos no texto.
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CONCLUSAO

Uma das aplicagoes importantes da teoria das funcoes analiticas
em Fisica é o emprego do Teorema dos Residuos para o calculo de
certas integrais, que geralmente envolvem singularidades no caminho
de integragao ou no seu interior.

RESUMO

Nesta aula aprendemos a calcular integrais reais e integrais em
caminhos fechados no plano complexo, com o auxilio dos residuos,
que podem ser obtidos, por exemplo, a partir de expansoes em série
de Laurent.

PROXIMA AULA

Iniciaremos o estudo da estrutura linear, que estd por tras dos
espacos de vetores e de fungoes de uso comum nas mecanicas classica
e quantica.
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