Espacos Lineares Aula

Espacos Lineares

META

Apresentar a estrutura linear, que permeia os espacos de vetores da mecénica
Newtoniana, bem como os espacos das funcdes de onda quéanticas. O trabalho com
essas entidades fundamentais da Fisica seguem as regras e operacdes dos espacos
lineares, que devem ser trabalhadas e fixadas.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: determinar se dado espaco satisfaz
0s requisitos para ser um espaco vetorial; identificar conjuntos de vetores com
propriedades de dependéncia ou independéncia lineares, e bases; compreender o
conceito de dimens3o de um espaco, e relaciona-lo ao conceito de base.

PRE-REQUISITOS

Nenhum.
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INTRODUCAO

Na Fisica Teorica, costumamos elaborar teorias que sao a repre-
sentagao matematica de classes de fenomenos fisicos. O substrato ma-
tematico na qual o fisico trabalha, diariamente, possui propriedades
importantes, relacionadas com a estrutura linear das operacoes nesses
espacos, que definiremos e exploraremos nesta aula.
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Consideremos inicialmente um conjunto de elementos, sem ne-
nhuma estrutura adicional. Os elementos desse conjunto podem ser
chamados, por exemplo, de vetores, ou pontos, e o conjunto desses ve-
tores sera chamado espaco. Note que se trata de um conceito abstrato,
geral, e os elementos do espaco podem ser qualquer coisa: nimeros re-
ais, fungoes de onda, etc, muito embora nés os chamemos de "vetores"
(isso é apenas um "rétulo" que colocamos sobre esses elementos. Po-
deriamos chamaé-los de qualquer outro nome).

Vamos agora dirigir nossa atencao sobre uma classe particular (im-
portantissima!) de espagos: os espacos lineares, também chamados
espacos vetoriais. Estes tém uma estrutura algébrica adicional, que é
totalmente especificada pelas condicoes da definicao adiante. Em re-
sumo, um espago linear é um espaco dotado de duas operagoes (uma
"soma" ou "adigao", e um "produto por escalar"), sendo que algumas
propriedades devem ser satisfeitas.

Antes de enunciarmos a defini¢do, comentemos rapidamente a no-
¢ao de corpo (em inglés, field). Um corpo K é um espago de niimeros
(chamados escalares), dotado de operagoes de soma (+) e multiplica-
¢ao (.) usuais, com certas propriedades que ndo mencionaremos agora.
Em Fisica, utiliza-se comumente dois corpos, o corpo R dos ntimeros
reais (que poderiamos indicar R, +,.) e o corpo dos complexos, C (ou
C,+,.). Quando falarmos em corpo, para fixar idéias pense-se em R
ou C.

Definicao de Espaco Vetorial Um espago V de vetores é
um espago vetorial (ou espago linear) sobre o corpo K se em V estao
definidas duas operagoes, soma (indicada por &) e multiplicagdo por
escalar (©), e se forem verificadas as propriedades:

(S1) Yo, €V, 0 vy €V (fechamento ou fecho)
(le-se: "para quaisquer v; e vy pertencentes a V, teremos a soma
v1 @ vy pertencente a V");

(S2) Yoy, va €V, 01 vy =y vy (comutativa)
(S3) Yy, va,v3 €V, 01 ® (va Bvs) = (v1 Dvg) B g (associativa)
(S4) 30eV,YweV,00v=u0 (elemento neutro aditivo)

("existe um zero pertencente a V, de modo que para todo v
pertencente a V, 0 mais v é igual a v")
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(S5) Yo € V, J(ew) € V, vd (6v) = 0 (elemento inverso
aditivo)

Ml) VoeV,Vke K, koveV (fecho)

M2) VoeV,1e K,10veV (elemento neutro multiplicativo)

Yo € V,Vky, ky € K, ki©(ka0v) = (ky1.ke)Ov (associativa)

Yv € V, Vk‘l,kg & K, (k‘l—i-k‘g)@’ll: ki Ovd kO
(distributiva)

(M5) Yo, 0 € V,VEk € K, k® (11 ®D09) =k O v &k © vy
(distributiva)

Chamamos sua atenc¢ao para a essencial diferenca entre a soma de
ntimeros (+) e a soma de vetores (@), e entre produto de nimeros (.)
e produto de um escalar por um vetor (©).

Dado um espaco V de vetores munido das operacoes & e ©, para
sabermos se essa estrutura constitui um espaco linear, é preciso veri-
ficar se sdo sempre satisfeitas as propriedades da soma (S1-S5) e do
produto por escalar (M1-M5) acima mencionadas, uma a uma. Um
bom modo de memorizar estas dez propriedades é resolver exercicios
a respeito, o que faremos em seguida.

Exemplo Mostre que o conjunto de todos os vetores usuais no
espaco tridimensional ¢ um espaco linear. Esse espaco é denotado R?;
o corpo envolvido subentende-se que é o préprio corpo R dos reais, e
as operagoes sao também as conhecidas:

vy = a1i + b1j + cik,

Vy = agi + baj + 2k,
i, j, k sendo os versores dos trés eixos ortogonais x, y, 2,
Vi P vy = (CL1 + CLQ)i -+ (bl + bg)J + (Cl + Cg)k,

k ® vy = kaii+ kbij + ke k

COoIm k, aiy, ag, bl, bQ, C1,Co € R.
Vamos verificar a propriedade S1 primeiramente.
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Tomamos dois vetores genéricos de V,

vi=ai+bj+coak, ve=asi+bj+ k.

A soma desses vetores é:

Vi P vy = (al + ag)i + (bl + bg)j + (Cl + Cg)k

(a1,b1,...,co reais) onde (a; + az) € R, (by + b)) € R, (1 + ) € R,
portanto vi & vy € V, ja que

V = {v; = Ai+ Bj+ Ck,YA, B,C € R} .

Portanto, vi,vo € V = v, & vy € V.
Verifiquemos (S2). Escolhemos

Vi = CL1i+ bl.] +Clk,

Vo = CLQi + ng + Cgk,
V3 = CL3i + ng + Cgk;

v @D (Ve B vy) =
= wmi+bhj+ ak+[(ag+ as3)i+ (ba+ b3)j + (c2 + c3)K]
= a1+ (az + ag)]i+ [by + (b2 + b3)]J + [c1 + (2 + ¢3)] K
= [(a1+a2) +as)i+ [(b1 +b2) +b3]j+ [(c1 + c2) + 3]k
(Vi D va) +vs3
Na penitiltima linha, usou-se que a soma de ntimeros reais é asso-
ciativa.

As outras propriedades da soma verificam-se de forma analoga.
Em particular, em (S4) o elemento neutro aditivo é:

0 = 0i + 0j + 0k,

e dado v =ai+ bj + ck,6v = —ai — bj — ck.
Mostremos pelo menos uma das propriedades da multiplicacao por
escalar, por exemplo (M3). Sejam v = ai + bj + ck, e ky, ks € K.

kl © (k2 © V) = k?l © [k?gai + kaJkQCk]
= kflkfzai + k’lk’gbj + k’lk’gck
= (lﬁkz) ®Ov
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Como todas as propriedades (S1)-(M5) podem ser verificadas, R?
é um espaco vetorial (sobre o corpo R), em relacdo a4 soma (usual) de
vetores e multiplicacao de vetor por nimero.

Até agora, "carregamos" a notagdo com simbolos especiais @ e ©,
para enfatizar a distincao entre as operacoes do espaco linear e as
do corpo. Daqui por diante abandonaremos, por simplicidade, essa
notacao denotando igualmente & e + por +, bem como ® e . por . ou
por justaposigao (por exemplo, k ® v serd indicado simplesmente kv).

Exemplo O conjunto de todas as matrizes m x n de nimeros reais
forma um espago vetorial sobre o corpo R, com relagao as operacoes
de soma de matrizes e multiplicacao de matriz por niimero, usuais:

a1 a19 N AT bll b12 e bln
21 929 ... QA9 + b21 bgg e bgn .
Am1 Am2 ... Qmp bml bmg e bmn
a1 + b11 a12 + b12 e A1p + bln
. as1 + b21 aso + b22 ce Aoy + bgn
Am1 + bml Am2 + bm2 coo Amnp + bmn

(note que o sinal + de soma das matrizes corresponde a operagio @,
enquanto que os sinais de soma dentro da matriz correspondem a soma,
de nimeros, +).

a1 a1 ... Qip k:all k’alg e kaln
k 21 929 ... QA9p o k’agl k’agg e k’CLQn
Umi Gma - Qmn kam kapms ... kam,

(a multiplicagdo de k pela matriz corresponde a operagao ®, enquanto
que as multiplicacoes dentro da matriz & direita, indicadas por justa-
posicao, sao as multiplica¢oes de nimeros).

A prova, novamente é simples, mas um tanto fastidiosa.

Exemplo O conjunto de todas as funcdes de varidvel real a valores
reais,

f:R—R
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é um espacgo vetorial sobre o corpo R com relacao as operacoes:

(f +9)(x) = fz) + g(x)

(= 1é-se "é definido como". O primeiro +, lado esquerdo da equagao,
é na realidade o @, e o segundo, lado direito, é +, soma de reais)

(kf)(z) = kf(x)

(o produto entre k e f em (kf) é ®, no lado direito aparece a multipli-
cagao de reais).

Exemplo Seja V o conjunto dos pares ordenados (a, b) de niimeros
reais; estao definidas em V' as operagoes:

(a,b) + (¢, d)
k(a,b)

(a+d,b+c)
(ka, kb) .

Mostre que V nao é espago vetorial sobre R.

Para mostrar que V' nao é espago vetorial, basta apresentar um
exemplo mostrando que uma daquelas dez propriedades nao é verifi-
cada. Tomemos v; = (0, 1), vo = (1,2), v3 = (2, 1); entdo,

0,)+[1,2)+21D] = (0,1)+(2,4) = (4,3)
[0, 1) +(1L,2)]+(2,1) = (2,2)+(2,1) = (3,4)

e assim vemos que a propriedade associativa da soma ndo vale.
Vamos agora definir o conceito de combinacao linear.

Definicao Considere vetores v;, vy, ..., v, de um espaco vetorial
V sobre o corpo K, e sejam kq, ko, ..., k, escalares de K. A soma:

kI1U1+k52U2+...+/{5nvn

é uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., U,.

Esse conceito pode ser generalizado para uma sequéncia infinita de
vetores de V, vy, v, ..., a soma:

]{?1U1+l{?2U2+...:Z/{3iUZ‘
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A rigor, ¢ (z) é um
ente matemético, a
funcao de on-
da, que represen-
ta o estado quénti-
co (que tem senti-
do fisico). Mas,
por um abuso de
linguagem, nos fisi-
cos chamamos muli-
tas vezes (x) de
"estado quéntico".
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é uma combinacao linear dos vetores vy, vo, ...

Exemplo Em R? (espaco vetorial sobre R), qualquer vetor pode
ser descrito por uma combinagao linear dos versores i, j, k,

v=ai+0bj+ck
a, b, c € R. Nos falaremos mais sobre isso adiante.

Exemplo Em Mecanica Quantica, as vezes convém expressar um
estado quantico ¢(x) em termos de estados ¥y (), ¥ (x), ¥o(z), .. .que
sdo auto-estados de determinados operadores. Expressa-se ¢(z) como
uma combinagao linear daqueles estados,

Y(x) = ago(x) + a1 (x) + age(x) + ... = Z a;ii(x) .

Os coeficientes ag, a1, as, ...em geral sao nimeros complexos, C é
o corpo do espaco vetorial das funcoes de onda. Voltaremos a este
exemplo mais tarde.

Definicao Seja V um espaco vetorial sobre K, e seja W C V um
subconjunto de V. W é dito um subespaco vetorial de V' se W for, ele
mesmo, um espaco vetorial (sobre o mesmo corpo K).

Teorema Um subconjunto nao-vazio W de um espaco vetorial V'
(sobre o corpo K) é subespaco de V' se e somente se:

1.0eWw ;
2. wi,we €W = wy+wy € W (W é fechado em relagdo a soma);

. ke K,weW = kweW (W éfechado em relagao ao produto
por escalar).

Este teorema nos permite verificar mais facilmente se dado sub-
conjunto de V' é ou nao seu subespaco.

Exemplo SeV ¢ o espaco vetorial das matrizes 2 x 2 sobre o corpo
R, entao o conjunto W de todas as matrizes 2 X 2 com a primeira linha



Espacos Lineares

nula é um subespaco de V:

Vo= {(a b),wuaquR},
c d

wo— {(0 O),Vl,meR}.
[ m

Definicao Os vetores vy, vy, ..., v, do espaco vetorial V' sobre K
sdo linearmente dependentes (abreviaremos1.d.) se existirem escalares
ki, ko, ..., k, do mesmo corpo K, nao todos nulos, tais que

kivy + kove + ...+ kv, = 0.

Definicao Os vetores vy, vy, ..., v, do espaco vetorial V sobre K
sdo linearmente independentes (abreviaremos Li.) se ndo forem 1.d..

Nesse caso, nao existem escalares ki, ko,..., k, nao todos nulos
tais que
k1U1+kZ2U2+...+/{ZnU”:0.
Ou seja,
kivy + kevg + ...+ kyv, =0 = ki=ky=...=k,=0.

Exemplo Considere, em R3, os vetores (i+j) e (5i+5j). Eles sdo
1.d., j& que existem escalares reais nio todos nulos (+5) e (—1) tais
que:

(+5).((A+]) + (=1).(i+5j) = 0.

Exemplo Os vetores (i +j) e (i — j) sdo li., porque
a(i+j)+b(i—j)=(a+bi+(a—>b)j=0

o que implicaem a+b=0ea—0b=0, ouseja, a =0=0.

Exemplo Os vetores i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1),

versores dos eixos z, y, z (respectivamente), sdo l.i., pois

ai+bj+ck = a(1,0,0)+b(0,1,0) + ¢(0,0,1)
(a7 O? 0) + (O’ b? O) + (07 07 C)
= (a,b,c)=(0,0,0) = a=b=c=0.

Aula

( 69



70 .

Métodos de Fisica Teodrica |

Exemplo Os vetores no plano (R?) a =i+ 2j e b = 3i sdo L.,
ol +25) + 5(31) =0

o que implica em
(a4 30)i+2aj=0,

decorrendo dai que a=0e 3 =0.
J& os vetores a = —5i e b = 3i sao l.d. pois

(+3)(—=5i) + (+5)(31) =0,

onde existem os escalares (+3), (+5) ndo todos nulos anulando a com-
binacao linear dos vetores a e b.

Dois vetores no plano, para serem l.d., precisam ter a mesma dire-
¢ao, ou seja, serem paralelos. Lembre-se que o vetor nulo é paralelo a
todos os vetores!

Exemplo SuponhaqueV = {v;,v2,...,0p,Vp11,...,0,} é um sub-

conjunto de vetores de um espaco vetorial V. Supondo que {vy,vs,...,v,}

é 1.d., mostre que V é 1.d..
Como {v1,v,...,v,} € 1.d., existem escalares ky, ko, .. ., k, ndo to-
dos nulos tais que

k1o + kv + ...+ kv, =0 (4.1)
Usando-se os mesmos k's de 4.1, e mais:
kpp1 =kppo=... =k, =0 (4.2)
teremos:
(k1vr 4 kova + ...+ kpvp) + (kpi1Vps1 + kproUpro + .. 4+ kpv,) =0

sendo que o primeiro parénteses se anulou devido & (4.1) e o segundo
parénteses devido & (4.2). Concluimos que V é 1.d..

Vamos agora estender os conceitos de 1.i. e l.d. ao caso de um
conjunto infinito de vetores.

Definicao Um conjunto infinito S de vetores de um espaco veto-
rial V' é L.d. se existir em S algum conjunto finito de vetores que seja
1d..
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Definicao Um conjunto infinito S de vetores de um espaco veto-
rial V' é l.i. se todos os subconjuntos finitos de S forem 1.i..

Definicao Considere um conjunto {v;, vy, ...} de vetores de um
espaco vetorial V. O conjunto de todas as combinacoes lineares pos-
siveis,

kivy + kovg + ... (Vk’l,k’g,...GK)

forma um subespago de V. Esse subespaco é denotado L({vy,vs,...})
e recebe o nome de subespacgo gerado pelos vetores vy, vy, . ..

O conceito que segue é um dos mais importantes em algebra linear.

Definicao Uma base de um espaco vetorial V & um conjunto de
vetores l.i. que geram o espaco todo V.

Portanto, se tomarmos todas as combinacées lineares possiveis dos
elementos da base de um espaco vetorial V', obteremos todos os ele-
mentos de V. Em outras palavras, cada elemento de VV pode ser escrito
como uma combinacao linear dos vetores da base.

Note que essa definicao também se aplica ao caso de base com um
numero infinito de elementos.

Segue um resultado que é verdadeiro quando a base de dado espago
tem um nimero finito de elementos.

Teorema Seja V um espago vetorial, e {vy,vs,...,v,} uma base
de V. Entao, todo conjunto li. de vetores de V' tem no méximo n
elementos.

Isso nos sugere que um espaco vetorial pode ter varias bases dis-
tintas, mas sempre com o mesmo nimero de elementos. O que nos
permite introduzir a seguinte definicao.

Definicao A dimensio de um espaco vetorial com um nimero fi-
nito de elementos de base é o niimero desses elementos que formam a
base.

Assim, um espaco com base de n elementos tem dimensao n. Um
espaco em que a base contenha uma infinidade de elementos é chamado
de espaco de dimensao infinita. Esses sao os espacos mais dificeis de
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tratar; resultados que valem para espacos lineares de dimensao finita
podem néao ser validos para os de dimensao infinita. Nossa "intui-
¢ao" pode nos levar a resultados errados quando trabalhamos nesses
espagos!

Exemplos Apresentaremos agora alguns exemplos de bases. Em
R? ¢ famosa a base constituida pelos vetores i, j, k. A dimensao de R3
é portanto trés. Mas hé outras bases para R3. Uma delas poderia ser
i,i+j, i+j+k. Como se verifica isso? J4 sabemos que dim{R3} = 3,
portanto qualquer conjunto l.i. com trés vetores é uma base, e aqueles
vetores de fato sao l.i..

No espago das matrizes 2 x 2 de nimeros reais, uma base possivel

10 0 1 0 0 0 0
00/J’\00O/)’\1T0/)’\01 ’
Assim, a dimensao desse espago é quatro.

Outro resultado interessante: suponha que a dimensao de um es-
paco vetorial V' seja n. Entao, todo conjunto de mais de n vetores de

V é1.d.. O nimero maximo de vetores l.i. nesse espaco é n.
Também, se W for um subespaco de V, dimW < dimV. E se W;
e W5 sao subespacgos de V/,

dim W; + dim Ws = dim (W; U Wa) + dim (W, N Wa)

onde W; U W5 denota a uniao dos elementos de W7 e Wy, e W7 N W,
a intersecao.
A expansao de um vetor v em termos dos elementos de uma base,

V= a1V + aovUy + ...

permite que se defina as coordenadas aq, as, ... (nimeros que perten-
cem ao corpo K) de v em relagdo a base {vy,vq,...}. Um vetor podera
ter diferentes coordenadas, relativamente a diferentes bases.

ATIVIDADES

1. Sendo V o conjunto dos pares ordenados (a, b) de niimeros reais,
(i) mostre que a propriedade (M3) é satisfeita e (ii) mostre que
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(S2) nao é satisfeita.

. Considere o espaco das matrizes 2 X 2 de nlimeros reais, com
soma e multiplicacao por escalar usuais. Mostre que esse é um
espacgo vetorial sobre R.

. Verifique se o conjunto de nimeros complexos C é um espaco
vetorial sobre o corpo R, com relacao as operacoes usuais,

c1+c2 = (a1+1iby)+(ag+ibe) = (a1+az)+i(by+b2)re = r(a+ib) = ra+irb
com ap, as, by, by, v, a, b todos reais.

. Verificar se R é um espaco vetorial sobre o corpo C, com relagao
as operagoes usuais.

. Indiquemos os elementos de R3 (que pode ser identificado com
o conjunto de todos os vetores no espago tridimensional) por
tripletos de nimeros reais, v = (a,b,c¢) (onde o vetor v é dado
por v = ai + bj + ck). Mostre que W = (a,b,0);Va,b € R
¢ um subespago de R®. Esse conjunto de vetores (ou pontos
do espago tridimensional) com componente z nula constitui um
plano (o plano zy.

. Chamemos de F’ o espaco vetorial das funcoes de R em R.. Mos-
tre que: (i) o conjunto P das fungbes pares é um subespago de
F (fungdo par é aquela para a qual f(—z) = f(z),Vx € R);
(ii) o conjunto I das fung¢des impares (para as quais f(—z) =
—f(z),Yx € R) é um subespago de F.

. Mostre que o conjunto de (i) um vetor ndo-nulo é Li.; (ii) um
vetor nulo é 1.d.; (iii) dois vetores (no plano) nao-nulos é 1.d. se
forem paralelos, e 1.i. se nao forem paralelos; (iv) dois vetores,
um deles sendo o vetor nulo, é 1.d.; (v) trés vetores nao-nulos
(em R?) formam um conjunto 1.d. se forem coplanares (isto é, se
pertencerem a um mesmo plano) e Li. se ndo forem coplanares;
(vi) trés vetores, em que um deles é o vetor nulo, é l.d..

. Mostre que todo subconjunto de um conjunto l.i. é também
li. (sugestdo: suponha v,...,v,, Upy1,..., 0, Li. e mostre que
{v1,v2,...,v,} & também 1.i.).
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9. Mostre que o subespago gerado L({vq,vs,...}) é subespago do
espaco vetorial V.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Estes sao, na realidade, exercicios de fixacao das propriedades,
vocé terd que ver e rever propriedades e definicoes, inclusive
durante a resolucao dos exercicios. Confronte suas respostas
com a de seus colegas!

CONCLUSAO

Foram apresentados, nesta aula, conceitos fundamentais como es-
paco vetorial, dependéncia e independéncia linear, bases. Estes con-
ceitos serao usados intensivamente no restante deste curso, bem como
em Métodos de Fisica Teorica II.

RESUMO

Nesta aula apresenta-se, de forma sintética, as propriedades satis-
feitas pelos espagos vetoriais, em paralelo com a exposi¢ao de varios
exemplos simples de interesse.

PROXIMA AULA

A maioria dos espagos usados em Fisica, além de serem espacos li-
neares, possuem também uma estrutura métrica, o que sera explorado
na proxima aula.
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