A estrutura métrica Aula

A estrutura meétrica

META

Estudar propriedades dos espacos métricos, com especial énfase nos espacos
completos com relacdo a métrica gerada pelo produto escalar. Estudar a ac3o de
operadores sobre as funcdes de um espaco de Hilbert.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: conceituar métrica e espaco
métrico; diferenciar sequéncias de Cauchy de sequéncias convergentes; conceituar
completeza de um espaco métrico; reconhecer um produto escalar, por suas
propriedades; trabalhar com funcionais e operadores, obter adjuntos de operadores,
calcular autovalores e autovetores.

PRE-REQUISITOS

Aulas anteriores, sobre espacos vetoriais e funcées analiticas.
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INTRODUCAO

As teorias da Fisica constituem uma imagem matematica dos fend-
menos fisicos. No substrato dessas teorias, encontramos quase sempre
espagos que, além de possuirem uma estrutura linear, tém uma mé-
trica, ou nogao de distancia entre os pontos do espago. No caso especial
da teoria quantica, o aparato matematico é constituido de fungoes per-
tencentes a um espaco de Hilbert, e de operadores que atuam sobre
essas funcoes. Tais operadores sao a representacao matemaéatica dos
observaveis fisicos, como energia e momento. Assim, torna-se impres-
cindivel adquirir um bom embasamento matemético nesses temas.
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Vamos voltar ao conjunto de elementos, que chamamos inicial-
mente "espaco", sem nenhuma estrutura adicional. Inclusive, sem a
estrutura linear dos espacos vetoriais.

Vamos adicionar uma estrutura geométrica ao conjunto de pontos
do espacgo: suponha agora que conhecamos as distancias entre cada par
de pontos do espaco. A isso se chama espago métrico, e essa no¢ao de
distancia é a métrica. Formalizemos esses conceitos.

Definicao de Métrica Suponha que, num espago M = {z,y,...}
esteja definida a funcao d(zx,y),

d: M xM—R,;

em outros termos, d ¢ uma fun¢ao que leva pares ordenados (x,y), z,y €
M, em nimeros reais nao-negativos. Se as seguintes propriedades va-
lerem:

(M1) d(z,y) > 0; d(z,y) = 0 <= =z =y (positividade-
definida)

(M2) d(z,y) =d(y,z) ,Vz,y € M  (simetria)

(M3) d(z,2) < d(z,y)+d(y,z),Vx,y,z € M  (sub-aditividade, tam-
bém conhecida como desigualdade triangular)

entao d é uma métrica sobre M.

Definicao de Espago Métrico Nessas condicoes, o par {M, d}
é chamado espaco métrico. Por um abuso de linguagem, costumamos
dizer que M é um espaco métrico (subentendendo a métrica d).

Exemplo O exemplo talvez mais simples ¢ M = R (reta real),
munido da métrica

Exemplo Em R3 sendo
a=azi+a,j+ak

b = byi + byj + b.k
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Figura 5.1: A nocao de métrica ou distancia entre pontos.

tem-se um espaco métrico com relagao a:

d(a,b) = /(@ — )2 + (a, — b,)? + (a — b.)2.

Exemplo Os exemplos anteriores podem nos induzir a pensar que
a métrica estda definida apenas em espacos lineares. Este exemplo
mostra que nao. Seja {A, B} um conjunto de apenas dois pontos, e
seja a nocao de distancia dada por:

d(A, A) =d(B,B) =0,
d(A,B) = d(B,A) =1.

Para este ultimo exemplo, vocé pode provar que as propriedades
(M1)-(M3) estao satisfeitas. Portanto, a estrutura métrica é indepen-
dente da estrutura linear. E reciprocamente.

Um conceito nao-trivial, e até certo ponto nao muito intuitivo é o
de completeza. Esse conceito é introduzido através da (sutil) diferenca
entre dois outros conceitos, o de sequéncia de Cauchy, e o de sequéncia
convergente. Ja o conceito de convergéncia como o de pontos numa
reta real é intuitivo, e é definido matematicamente através da métrica.

Definicao de Sequéncia Convergente Uma sequéncia de
pontos vy, vy, ... de um espaco métrico é convergente para um ponto
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v do espago se
lim d(vy,,v) =0.

n—oo

Se a distancia entre os pontos v,, e v vai diminuindo & medida que
n aumenta, intui-se que os pontos v,, vao se aproximando de v. Analise
com cuidado esta outra definigao:

Definicao de Sequéncia de Cauchy Uma sequéncia de pon-
tos v1, U, ... de um espaco métrico é de Cauchy se

lim d(vm,v,) =0.

m,n—00

Aqui, os pontos v, e v, vao se aproximando a medida que m e n
crescem.

Seriam equivalentes os dois conceitos? Esta pergunta divide-se em
duas outras,

(i) uma sequéncia convergente é de Cauchy?
(ii) uma sequéncia de Cauchy é convergente?

Para (i), a resposta é sim. De fato: suponha que vy, vs,... é con-
vergente para um v do espaco. Entao,

lim d(vy,v,) < lim [d(v,,v) + d(v,v,)]

= lim d(v,,v) + lim d(v,v,,) =0

onde foi usada a desigualdade triangular (M3).
Mas (ii) nem sempre ¢ verdadeira! Veremos isso através dos exem-
plos a seguir.

Exemplo Vamos indicar por Q. o conjunto dos niimeros racionais,
ou seja nimeros da forma m/n onde m e n sdo inteiros, excluidos os
negativos e o zero. Sendo a métrica dada por

d(l’,y) = |ZE - y’ )
a sequéncia de pontos de Q,, 1,1/2,1/3,...,1/n,... & de Cauchy, pois

1 1 )
— — —| < lim
n m n—00

1

n

lim

m,n— o0

1
+ lim ‘—‘:O.
m

m—00

Aula
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Porém, a sequéncia nao é convergente em (Q.: na verdade, ela
converge para zero, que nao pertence a Q.
Um outro exemplo na mesma linha é o da sequéncia

1 1 1 1
T+ )N+ )2 T+ )2, (1 + ).
(+1)7(+2)?(+3)’ 7( +n)7
em Q (conjunto de todos os racionais). Essa sequéncia é de Cau-
chy, mas nao é convergente em Q (de fato, essa sequéncia é famosa,
converge para e = 2, 7182818284... que é um irracional).

Definicao de Espaco Métrico Completo Um espaco
métrico é completo se todas as sequéncias de Cauchy desse espaco sao
convergentes para pontos do espaco.

Partindo-se de um espago métrico incompleto (como Q do exemplo
anterior), pode-se "completé-lo" anexando-se a ele todos os limites de
sequéncias de Cauchy, ou seja, incluindo-se (todos) os nimeros irra-
cionais. Alias, quando escrevemos 7 = 3,14159. .. estamos pensando
em:

S L L . A
72710 " 100 " 1000 T 10000 100000

que nada mais é do que uma sequéncia de Cauchy de niimeros racio-
nais, sequéncia essa que tende ao ntmero irracional 7.

H4 muitas classes particulares importantes de espacos métricos.
A dos espagos normados é uma delas. Vamos falar algumas palavras
sobre essa classe.

Uma norma é uma métrica com duas propriedades adicionais (além
das propriedades (M1)-(M3)):

(N4) d(x — z,y — 2) =d(z,y), Vx,y,z¢€ M;
(invariancia por translacao)

(N5) d(az, ay) = |ald(z,y), Vr,y e M
(homotetia)

Em trés dimensdes, isto ¢, em R?, notamos que a norma de um
vetor descreve exatamente o comprimento desse vetor. Indica-se a
norma por um simbolo semelhante ao médulo, mas "dobrado",

|z —yl| = d(z — y,0) = d(z,y) .
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E também,
||2|| = d(z,0),

que é exatamente o comprimento do vetor x, que tem sua origem em
O e extremidade no ponto x do espago.

Num espaco normado, que consiste num espago linear munido
de uma norma, a distancia entre pontos é dada pela norma. Um
espago normado completo por essa nocao de distancia é chamado
espaco de Banach.

H4 uma subclasse dos espacos normados, essa de extrema im-
portancia para nos fisicos: os espagos com produto escalar, ou pré-
Hilbertianos, e os proprios espacos de Hilbert.

Primeiramente convém definir produto escalar (lembremos que os
matematicos preferem o termo "produto interno").

Deﬁnigéo de Produto Escalar Seja V um espaco vetorial
sobre o corpo K. Um produto escalar (.,.) € uma func¢do que associa
um escalar de K a cada par ordenado (x,y) de vetores de V', sendo
verificadas as propriedades:

(i) (z4+y,2)=(x,2)+ (y,2), Vz,y,z€V ;
(x,ky) = k(x,y), Ve,yeV Vke K
(,y) = (y,2)", Ve,yeV ;
(

r,) >0, (r,2)=0 <= =0

Note que (ii) e (iii) implicam em:

(kx,y) = k*(z,y).

Assim, o produto escalar é linear na segunda posicao e antilinear
na primeira posigao de (.,.). Esta é a conven¢do que usamos em Fi-
sica; os matematicos costumam adotar a convencao inversa, exigindo
a linearidade na primeira posicao e antilinearidade na segunda posi¢ao
do produto interno.

O produto escalar relaciona-se com a norma por:

(z,2) = ||=[?,

Aula

Uma funcdo é dita
antilinear quando
f(kx) = k" f(z),
onde k* é o comple-
X0 conjugado de k.
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Um espaco €
separavel se
possuir uma base
com um conjun-
to enumeravel
de elementos,
V1, V2, . . .. EXclui-se
portanto dessa
categoria 0s espagos
com bases conti-
nuas {v,}, onde
a € a,b] CR.
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e com a métrica através de

(@ —y,x—y) =llz —yl* = [d(z,y)]".

Quando a métrica é gerada por um produto escalar, usamos para
ela o termo métrica natural.

Um espaco linear munido de um produto escalar é chamado "es-
paco com produto escalar", ou espago pré-Hilbertiano.

Se um espago desse tipo for completo pela métrica gerada pelo
produto escalar (métrica natural),

d(z,y) =

entao esse espaco é chamado espaco de Hilbert.

(x_yax_y)a

Figura 5.2: Um diagrama ilustrativo de relagdes de inclusao entre
varios tipos de espacos.

Alguns autores empregam outra definicdo, exigindo para os espa-
cos de Hilbert duas outras qualidades: ser separavel e ter dimensao
infinita.
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Os espacos de Hilbert da Mecanica Quéantica satisfazem, em ge-
ral, essas condicoes. Eles compoem a estrutura matemética bésica, o
substrato matematico da teoria quantica, pelo menos segundo a for-
mulacao de von Neumann.

E interessante observar, na figura 5.2 as relacdes de inclusio entre
os diversos tipos de espagos que apresentamos até agora. Os espacos
topoloégicos n6s nao os discutimos ainda; eles sao mais gerais que os
espagos métricos, e a estrutura topoloégica, como a métrica, é total-
mente independente da estrutura linear. A grosso modo, a topologia
generaliza o conceito de geometria.

O conceito de fungao é nosso velho conhecido. Por esse nome,
indicamos principalmente objetos que fazem associacoes do tipo:

f'R—R

ou seja, [ associa um nimero real & outro niimero real.
Uma funcao que associa:

f Vv (sobre Kl) — K2 (Kl C KQ)

isto é, leva vetores em escalares, é chamada funcional.
Outros nomes particulares para fungoes: transformacgdo (ou ma-
peamento),

T:-Vi—V, (Vi #Va);

um operador num espaco vetorial V' tem a acao:
AV —V.

Um operador linear A num espaco linear V' sobre K obedece as
restricoes:

(i) A(x+y)=Ax+ Ay, Vr,yeV ;

(ii)) A(kx)=kAx, VeV VkeK

Da mesma forma, diz-se que um funcional f : V' — K é linear se:
W) fle+y) =fl@)+fly), YeyeV ;

(ii)) f(kx)=kf(x), VereV VkeK

Um funcional ¢ antilinear (ou semilinear) quando verifica (i) acima

Aula
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(it") f(kx)=k*f(z), VeeV,VkeK

Uma transformacao 7' : V; — V5 é dita linear quando
i) T(x+y) =Tx+Ty, Vr,yeV ;

(i) T(kx)=kTx, VreV,VkeK

Os conceitos e defini¢oes apresentados até aqui foram bastante ge-
rais. Chegou o momento de particularizé-los ao tipo de espago de nosso
interesse, visando especialmente a Mecanica Quantica. As proximas
defini¢oes, como adjunto de um operador, operadores Hermiteanos,
dentre outras, serao definidas apenas sobre a classe particular dos es-
pacos de Hilbert, muito embora tais conceitos e defini¢coes possam ser
desenvolvidos para espacos mais gerais.

A quantidade mais significativa em Mecanica Quantica com certeza
é a funcao de onda. No mundo dos d4tomos e moléculas, as particulas
(como por exemplo os elétrons) comportam-se como se fossem ondas,
e sdo descritas, matematicamente, pelas funcoes de onda v (z). Estas
sao obtidas resolvendo-se a famosa "equagdo de Schrodinger", que
fundamentalmente é uma equacao de onda para o movimento de um
constituinte sub-atémico, como o elétron. O moédulo ao quadrado da
funcao de onda,

W (@)]? = " (z) ¥(),
esta associado, fisicamente falando, com a probabilidade de encontrar
uma particula em dada posi¢ao x. Quando falamos de probabilidades,
é desejavel que a probabilidade total de ocorréncia de dado fenomeno
seja de 100% ou 1. Assim, a probabilidade total de achar a particula
deve ser 1, somando as probabilidades em todos os pontos do eixo z,

[ w@pa=1,

oo

e nesse caso dizemos que 1(z) esta normalizada.
Se a funcao de onda nao estiver normalizada, espera-se que pelo
menos verifique:

/+m\w(x)\2da7:M < 00

dizemos nesse caso que ¥ (x) é normalizavel: podemos definir uma
outra funcao de onda ¥(x),
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e essa nova funcao obedece a

/_+OO|\If(x)\2dx: .

(e}

O espaco de todas as funcoes de onda v(z), definidas sobre toda a
reta real R, e de modulo quadrado integrével, ¢ um espaco linear.

Além disso, a esse espaco pode ser agregada uma noc¢ao de distan-
cia, através do produto escalar:

“+oo
(cp,w):/_ " Ydr;

oo

d(e,¥) =V (e —b,0—¥); el = V(e 9).

O espago linear das funcoes de onda de quadrado integrével, com
o produto escalar acima, é um espaco de Hilbert. Isto é, trata-se de
um espaco completo em relacao & sua métrica natural, além de ser
separavel e de dimensao infinita. O corpo desse espaco linear é C.

A integral que aparece nas expressoes acima pode ser entendida
segundo o conceito de integral de Riemann. Ou, se desejar uma gene-
ralizacao, encare-se o simbolo de integral no sentido de Lebesgue. O
espago das fung¢oes de onda é entdo denotado L*(R), quando tais fun-
¢oes forem definidas sobre R todo. Se forem definidas num intervalo
[a,b] C R, o espago ¢é indicado L?([a, b]).

O corpo desse espago linear é C. As funcdes de onda também
podem assumir valores complexos,

Yv:R— C.

Igualmente, L?([a,b]), L*([0,0)), etc., sdo espagos de Hilbert.

Todos os operadores sobre os quais falaremos sdao supostamente
lineares.

Introduzida a métrica, podemos definir o conceito de operador (li-
near) limitado sobre um espago de Hilbert H.

Definicao de Operador Limitado Um operador A em H
é limitado se

|[AY[| < 00, VY € H
isto &,

/m Ay(@)|2 dz < oo

Aula
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Poucos operadores em Mecinica Quéntica sao limitados. A Hamil-
toniana do oscilador harménico quantico é um exemplo de operador
limitado,

2
P 1
H="—+ _—muw?a?.
2m 2

Em compensacao, o operador posicao x em geral é nao-limitado.
Vejamos o porqué. Seja 1 € H, isto é,

[ @ < oo,

o0

Mas pode ser que:

+00
/ (@) de = oo

ja que o fator multiplicativo 22 que se insere no integrando pode oca-
sionar a divergéncia da integral.
Dizemos que aquelas fungoes de onda v € 'H para as quais

+00
/ lz(z)|* do < oo

estdo no dominio do operador x. O dominio de x em geral ndo é H
todo, mas parte dele, que indicamos D(x).

Definicao de Operador Continuo Um operador A em H ¢
continuo se, para toda sequéncia {y,} C H convergente para ¢ € H,
a sequéncia { Ay, } for convergente para Ay € H:

n Apn, A
Pn — 7§ — Pn — AP

n—oo n—oo

(convergéncia no sentido da métrica natural).

Teorema Num espaco normado, um operador linear limitado é
continuo e vice-versa.

86
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Quando falarmos em operador, vocé deve pensar em duas coisas:
(i) uma lei funcional que associa pares de vetores (ou fungoes de ondal);
(i) um dominio. E tdo importante qual seja o dominio do operador,
que indicaremos frequentemente o operador A por {A, D(A)}.

Definicao de Adjunto de um Operador Dado um opera-
dor {A,D(A)} em H, o adjunto { AT, D(A")} desse operador é definido
por:

(i) D(A") = {p € H tal que 3| @ € H com (A¢, ¢) = (¥, §),
Vi) € D(A)}

(i) Alp=¢

E bom observar que alguns autores indicam também o adjunto do
operador A pelo simbolo A*. Tal simbolo também é usado na figura
5.3. Nos casos de interesse, tem-se D(AT) D D(A).

Figura 5.3: Os dominios de um operador A e de seu adjunto A*.

Um operador A tal que:
(i) D(A) C D(AT) ;
(ii) Alp=Ap, Yy ecD(A)

é chamado Hermiteano (pelos fisicos. Os mateméaticos chamam-nos
de operadores simétricos). As condigoes (i) e (ii) sdo abreviadas por
A C A" (A é uma restrigio de A" ao dominio D(A); diz-se também
que AT é uma extensdo do operador A ao dominio D(AT)).

Um operador tal que A = Af, isto é,

87 .
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(i) D(A) =D(AT) ;
(i) Ap=ATp, VpeD(A)

é chamado auto-adjunto.

Figura 5.4: O dominio de um operador auto-adjunto A = A*.

O operador A ¢ unitario quando A" = A~! (normalmente, trata-se
de operadores limitados).
Os operadores de projecao P sao auto-adjuntos e idempotentes,

(i) Pr=P ;
(i) P? =P

(também em geral sdo limitados).
O comutador de dois operadores A e B é definido por

[A,B] = AB — BA;

quando esse comutador se anula, dizemos que A e B comutam.
Os operadores normais comutam com seus adjuntos:

[A, AT] = AAT — ATA=0.

Quando se trata de operadores limitados em H, os conceitos de ope-
rador Hermiteano e auto-adjunto sao idénticos. Mas, no caso contra-
rio, sao distintos. Em Fisica é comum termos operadores Hermiteanos,

e nao auto-adjuntos; o que se pode fazer é buscar extensoes auto-adjuntas
desses operadores, mas nao discutiremos esse procedimento aqui.

Uma equagao do tipo

Ap = Ap.

88 .
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é chamada equacao de autovalores.

Nessa equacao, A é um operador, A é um escalar de R ou C, e ¢
uma funcao pertencente a um espaco de Hilbert. Note que a mesma
funcao ¢ aparece nos dois lados da equacao.

A equagao tera solucdo para alguns valores do niimero A, que serdao
chamadas autovalores. Para cada autovalor A, a solucao para ¢ é
chamada autofuncao correspondente aquele autovalor. Por exemplo,
a equacao de Schrédinger é uma equacao de autovalores. O conjunto
de todos os autovalores de dado operador é referido como seu espectro.

Alguns operadores auto-adjuntos tém apenas um conjunto enume-
ravel A, \o,... € R de autovalores; nesse caso nos dizemos que o
seu espectro é discreto: sdo os operadores (auto-adjuntos) compactos,
também chamados de operadores completamente continuos.

Observe que neste caso de operadores auto-adjuntos compactos,
os autovalores serao sempre reais. Na Mecanica Quéantica, as grande-
zas fisicas (sdo também chamadas "observaveis fisicos") como energia,
momento, sao representadas por operadores. O fato de escolhermos
operadores auto-adjuntos para representar os observaveis estd muito
ligado a resolucao de equagoes de autovalores para esses operadores:
os autovalores desses operadores correspondem as medidas fisicas (por
exemplo, da energia, do momento) que, como se pode esperar de medi-
das fisicas, correspondem a ntimeros reais. Operadores que nao sejam
auto-adjuntos podem ter autovalores complexos.

Chegamos a um ponto importante deste capitulo.

Teorema Espectral (para operadores auto-adjuntos compac-
tos, portanto com espectro puramente discreto) O conjunto de auto-
funcoes de um operador auto-adjunto compacto é completo, isto &,
forma uma base para o espaco de Hilbert.

Seja {11, 19,...} tal base. Entdo, qualquer fungdo do espago de
Hilbert pode ser escrita como combinagao linear dos elementos dessa
base:

= (), (I).

Aula

A definicdo formal
dos operadores
compactos en-
volve o0 conceito
topol6gico de com-
pacidade, que ndo
introduziremos aqui.
Vamos entender,
entdo, que 0s opera-
dores compactos séo
0S que tém espectro
discreto.

89 .



Estudaremos com
cuidado a notagao
de Dirac na
préxima aula. Mas,
antecipando um
pouco, 0s objetos
como |¢)  séo
chamados "kets", e
"bras" sdo os inver-
tidos (|. O produto
escalar das funcbes
© e 1) é dado pelo
"pracket"(parénteses
em inglés): (p|v).
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Utilizando a notagao de Dirac,

[e.e]

ggzzgxmwwm
= ZNM@M&Z

e, observando os grifos sob [¢), escrevemos (formalmente):

S ) {ahnl = 1.

Esta ultima expressao nés a chamaremos "resolugao da identi-
dade", ou "expansao da unidade".

Por outro lado, para os operadores que nao sdo compactos (embora
sejam auto-adjuntos), ndo se pode a priori afirmar que seja valida uma
relagdo do tipo (I). De fato: neste caso, é possivel que o espectro seja
continuo, os autovalores podendo assumir qualquer valor dentro de um
intervalo da reta real, por exemplo \ € [a,b] C R.

Veja o seguinte exemplo: vamos encontrar as autofuncoes do ope-
rador momento linear p (isto ¢ um abuso de linguagem: na verdade,
uma coisa é a grandeza fisica momento, outra coisa é o operador mate-
mético que a representa. Mas esta fusdo entre os termos matemético
e fisico ¢ bem comum na &rea). Esta grandeza esta associada ao ope-
rador diferencial —ihd/dx, cuja agdo sobre uma fun¢do de onda v é
dada por:

L dy
= —th—.
pi i
A equacao de autovalores, que determina os autovalores possiveis
de p é:
d
pi = —ih 2 = Ay
dx
e, resolvendo essa equacao diferencial, achamos
w — ez')\x
(A € R).

Essas seriam portanto as autofuncoes de p, e estao associadas aos
autovalores A, que podem ser nimeros (reais) quaisquer! Entdo, o
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espectro de p é continuo, A € (—oo, +00). Mas, note que:

+00 “+oo
el = [ lerPae= [ 1do = o

o (0.]
ou seja, a solucdo encontrada e** na realidade ndo pertence ao espaco
de Hilbert das fungoes de onda de quadrado integravel. .. As autofun-
¢oes de p estao "fora" do espago de Hilbert, ndao ha autofungao alguma
de p em H, quanto mais um conjunto completo delas!

Apesar disso, usamos cotidianamente em Mecanica Quantica tais
autofuncoes (diz-se que os procedimentos sao "heuristicos", o que quer
dizer que nao sao rigorosamente validos do ponto de vista matemé-
tico). E comum fazermos expansdes em termos de um "conjunto com-

AT

pleto" de autofuncoées como e"\*,

+0o0

wh= [ X )
—o

(os bras e kets arredondados indicam que as fungoes envolvidas nao

sdo normalizaveis, isto é ndo pertencem ao espaco H), e usarmos "re-

solucoes da identidade" como

/ d)\‘ez)\z> (ez)\z‘ —1.

o0

A rigor, procedimentos injustificados. Porém, com a introducao de
novos conceitos (como a autofungio generalizada), com a extensdo do
espaco de Hilbert H para um espaco "maior" ¢’, podemos superar tais
dificuldades. O instrumental a que me refiro sao os espagos de Hilbert
equipados (em inglés, sdo indicados pela sigla RHS, de rigged Hilbert
spaces), que voltaremos a encontrar na nona aula deste curso.

ATIVIDADES

1. Mostre que o produto escalar usual de vetores de R?,
(6, ) =a- g: albl + &262 + &3b3

(onde @ = (ay,as,a3), b = (b1, ba, bs)) satisfaz a definicio para
produto escalar (propriedades (i) a (iv)).
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2. Seja 'H o espaco das funcgoes de onda de quadrado integrével
sobre o corpo C dos complexos. Mostre que

—+00

(f(x), g(x)) = f(x) g(x) dz

—00

é produto escalar em H. Tome [ dz como uma integral usual,
de Riemann.

3. Mostre que o espago de todas as fungées de onda ¢(z) definidas
em R e de mdédulo quadrado integravel é um espaco linear.

4. De que classe de funcoes é constituido o dominio do operador

d
= —th—7"
P ! dx

5. Considere o operador posicao x no espago de Hilbert H das fun-
¢oes de onda de quadrado integravel em [0, 1],

1
V() eH:>/0 [(z)Pde = M < .

Mostre que x é um operador limitado nesse espaco, e determine
todos os seus autovalores e autovetores.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para resolver estes exercicios, vocé deve recordar definicoes e
propriedades do texto. Ha também problemas resolvidos, que
podem servir de exemplo para atacar estes exercicios. An-
tes de mais nada, vocé deve procurar responder a pergunta:
quais as propriedades que definem um produto escalar? E um
espaco vetorial? A prova de que um espaco é linear passa
pela demonstracao de que ele satisfaz cada uma daquelas dez
propriedades! No tltimo exercicio vocé tera que achar autova-
lores e autovetores do operador x; isso pode ser mais facil do
que vocé esta pensando! Discuta com os colegas esse tltimo
problema.



A estrutura métrica

CONCLUSAO

A anéalise da atuacao de operadores sobre espacos de Hilbert en-
volve conceitos importantes, como equagoes de autovalores, espectros
discretos e continuos de operadores auto-adjuntos, bases de fun¢oes
que geram resolugoes da identidade. Todos esses conceitos e proprie-
dades sao de uso corrente em Fisica Quantica.

RESUMO

Nesta aula introduzimos conceitos relevantes de espagos com pro-
priedades métricas, particularmente os espacos de Hilbert. Sao estu-
dadas também as acoes de funcionais e operadores sobre as func¢oes
desses espacos.

PROXIMA AULA

Retomaremos a teoria de operadores em espacos de Hilbert, fa-
zendo uso intensivo da notagao de Dirac da Mecanica Quéantica.
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